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Kapitel 1

Vorbemerkungen

Greensche Funktionen gestatten es, die Losung linearer gewohnlicher oder partieller Differential-
gleichungen als Integral iiber jenen Bereich anzuschreiben, in dem die Losung gesucht wird. Der
Integrand ist das Produkt der Greenschen Funktion mit einer (im allgemeinen symbolischen) Funk-
tion, welche das Wissen iiber die Randbedingungen der gesuchten Losung sowie die Storfunktion
enthilt (wenn es sich um eine inhomogene Differentialgleichung handelt). Ist die Greensche Funk-
tion fiir einen Typ von Randbedingungen bekannt, kann die Losung des Problems fiir beliebige
Randwerte und Storfunktionen sofort in Integralform angeschrieben werden.

Das Ziel der Vorlesung ist es, Methoden zur Berechnung der Greenschen Funktion eines Pro-
blems anzugeben und dabei zu lernen, wie man die bekannte Greensche Funktion fiir ein verwand-
tes Problem an den eigenen Fall anpassen kann.

Die Fassung ab WS 2000/2001 wurde um drei Abschnitte erweitert, welche eine Einfithrung in
die Losung partieller Differentialgleichungen bieten, in denen Tensoroperatoren auf Vektorfelder
angewendet werden. Fiir das WS 2007,/2008 wurde Abschnitt 5.9 eingefiigt, in dem eine Einfithrung
in die analytische Schreibweise der Tensoralgebra und Tensoranalysis geboten wird. Zum WS
2012/2013 wurde die Darstellung an einigen Stellen gestrafft, Redundanzen wurden entfernt.

Im Wintersemester 2017/2018 wurden an die pdf-Version des Skripts 10 Seiten angefiigt, welche
handschriftliche Zusammenstellungen von Formeln enthalten (gedacht zur Hilfe bei der Wiederho-
lung der Vorlesung vor einer Priifung oder zur Erlduterung nicht im Detail abgeleiteter Formeln).

1.1 Verallgemeinerte (symbolische) Funktionen

Bei der Berechnung der Greenschen Funktion hat man es immer mit gewissen ,,pathologischen*
Funktionen zu tun (mit sogenannten verallgemeinerten oder symbolischen Funktionen); fiir den
Umgang mit solchen Funktionen sollen zunéchst die Grundlagen geschaffen werden.

Es seien Testfunktionen ®r(x) und Grundfunktionen ®¢(z) wie folgt definiert: Die Funktionen
Or(x) seien stetig, beliebig oft stetig differenzierbar und nur in einem endlichen Bereich ungleich
Null, z.B.

1 1
- S — <z<
Bp(a) =4 P < x) P [ (- a)Z} persa (1.1)
0 sonst.
Grundfunktionen ®(x) seien stetig, beliebig oft stetig differenzierbar, und auflerdem gelte

qu)c (:c)

=0 fur alle I,m=0,1,2,3,... (1.2)

Ein Beispiel fiir eine Grundfunktion ist

Og(r) = exp(—x?). (1.3)



Im folgenden bezeichnet ®(x) eine Testfunktion oder eine Grundfunktion. Als Funktional iiber dem

Raum der Funktionen ®(x) bezeichnet man eine Vorschrift, durch die einer Funktion ®(z) eine —

im allgemeinen komplexe — Zahl zugeordnet wird, die man mit dem Symbol (s|®) bezeichnet.
Lineare Funktionale sind speziell solche, fiir die gilt

(5@ + o) = (s|@) + (s|B2),  (s|AB) = A(s|®). (1.4)

Lineare Funktionale heiflen stetig, wenn fiir eine Nullfolge von Funktionen ®,,(x) auch die Zahlen
(s|®@,,) eine Nullfolge darstellen; z. B. ist

b

(s|®) = /<I>(a:)dx

a

nach obigen Kriterien ein lineares stetiges Funktional.

Als Distribution bezeichnet man ein lineares, stetiges Funktional iiber dem Raum der Test-
funktionen ®r(x), als temperierte Distribution ein lineares, stetiges Funktional iiber dem Raum
der Grundfunktionen ®¢ (). In der Folge soll mit ®(z) eine Testfunktion oder eine Grundfunktion
verstanden werden.

Jede Distribution definiert eine verallgemeinerte (auch: symbolische) Funktion durch die Be-
ziehung

+oo
(s|®) = /8*($)‘1)(.13)d$. Beachte: (As|®) = A*(s|P). (1.5)

Die Ableitung s'(x) einer verallgemeinerten Funktion ist wegen der Eigenschaften von ®(x) defi-
niert durch:

400 “+o00 +oo
/ 5/ ()] D (2)de = 5*(2)B ()| — / () (2)da = — / () (2)da. (1.6)

Beziehungen zwischen verallgemeinerten Funktionen, z. B. der Art
s1(x) = sa(x) (1.7)

sind nicht dadurch tiberpriifbar, dafl man die Gleichheit der ,Funktionswerte“ fiir verschiedene
Werte von z iiberpriift, weil verallgemeinerte Funktionen gar keine Funktionswerte im {iblichen
Sinn haben miissen. Gl. (1.7) hat Bedeutung in folgendem Sinn:

+oo +oo

/ §* (1) (x)dz = / 55(2) () da, (1.8)

— 00 — 00

d.h. es miissen die Zahlen (s1|®) = (s2|®) fiir alle Funktionen ®(x) gleich sein.
Man kann verallgemeinerte Funktionen s(x) oft in bestimmten Intervallen durch gewéhnliche
Funktionen g(z) ersetzen. Gilt z. B. fiir alle Testfunktionen mit der Eigenschaft

#0 ina<z<b,
() { =0 r>b x<a (1.9)

die Beziehung

“+o0 b
/ s*(2)®(z)dx = /g*(m)@(m)dm = (s|®), (1.10)



So sagt man
s(z) = g(x) im Intervall a <z <b. (1.11)

Verallgemeinerte Funktionen bezeichnet man als gerade (ungerade), wenn j;o s*(x)®(z)dz fir
ungerade (gerade) Funktionen ®(z) verschwindet.

Es soll noch das Fourierspektrum sg(f) einer symbolischen Funktion s(z) definiert werden.
Schreibt man die Fourier-Transformation in der Form

+o0 +oo
g(x) = /gF(f)e%mdf, gr(f) = /Q(I)Gﬁﬂmdxv (1.12)

so ist die Definition des Spektrums sg(f) der verallgemeinerten Funktion s(x) gegeben durch

“+oo “+o0
(s12) = / 5 (2)®(x)dz = / $i (5B (f)df. (1.13)

Diese Beziehung hat dieselbe Form wie das Parsevalsche Theorem der Fourier-Transformation (die
Beziehung stellt folgende Frage: gibt es eine Funktion sg(f) im Spektralbereich, welche bei An-
wendung auf die immer existierende Fourier-Transformierte ® ¢ (f) dieselbe Zahl erzeugt, die man
durch Anwendung der symbolischen Funktion s(z) auf die Funktion ®(z) erhilt). Man beachte,
daB bei der Transformation von Ortsfunktionen oft k anstelle von (—2mf) geschrieben wird, weil
das einer Zerlegung der Ortsfunktion nach ebenen Wellen exp(—jkz) entspricht.

Nach dem bisher Gesagten ist klar, da§ das Produkt s (x)ss(x) zweier symbolischer Funktionen
nicht definiert ist. Es existiert aber die Faltung fjooj s3(1)s5(t — T)dr zweier verallgemeinerter
Funktionen; sie ist im allgemeinen selbst eine verallgemeinerte Funktion (Beweis durch Einsetzen
der Faltung in Gl (1.5)).

1.2 Einige spezielle verallgemeinerte Funktionen

1.2.1 Die §-Funktion
Sie ist definiert durch

+oo

(5] = B(0) /5(9:)<I>(as)d:z:. (1.14)
Daraus folgt
+oo +oo
(o) = /6(m)<1>(x+x0)dx: /5(m—x0)¢>(x)dx. (1.15)

Nach GI. (1.9)-Gl. (1.11) kann die §-Funktion in den Intervallen —co < z < 0 und 0 < z < oo
durch eine gewohnliche Funktion g(x) ersetzt werden. Mit

#0 in 0 <z < oo,
O(x) { 20 sonst (1.16)

gilt

+00 o0
/ 0(z)®(x)dx = &(0) =0 = /g(w)@(w)dw. (1.17)
o 0



Gl. (1.17) ist fiir alle Grundfunktionen GI.(1.16) sicher dann erfiillt, wenn gilt (die zweite der
nachstehend angefiihrten Beziehungen erhilt man analog fiir Funktionen, welche fiir > 0 ver-
schwinden)

B(x) =

x ()=0 in 0<z<o0,
o(x)

(z)=0 in —oco<z<O. (1.18)

)
)
Fiir gewisse Distributionen (etwa zur Definition der symbolischen Funktion d(x)) kann man fiir
®(x) Funktionenklassen zulassen, welche weniger einschneidende Bedingungen erfiillen als die de-
finierten Testfunktionen und Grundfunktionen. Da das Verhalten von ®(x) sowohl fiir z > 0 als
auch fiir z < 0 hier keine Rolle spielt (da 6(z) in diesen Bereichen verschwindet), geniigt es, dafl
®(x) bei © = 0 einen definierten Funktionswert besitzt; d(z) kann auf alle Funktionen angewendet
werden, welche bei z = 0 stetig sind.

Die ¢-Funktion hat bei = 0 eine Singularitit, fiir die gilt (man nimmt eine stetige Funktion
®(x) mit ®(0) =1)
+e
lim [ 6(z)dz = 1. (1.19)

e—0
—e

Es gilt ferner
xd(z) = 0. (1.20)

GI. (1.20) wird durch Anwendung von GlL. (1.7), Gl. (1.8) iiberpriift:

“+o0 +oo
/ 20(z)®(z)dx = / d(x)[z®(x)|de = 2®(z)|,_, = 0.

Durch formales Differenzieren von Gl. (1.20) erhilt man
§(x) + xd'(z) = 0. (1.21)

Aus Gl. (1.13) wird die Fourier-Transformation der é-Funktion berechnet:

+o00
/ 0(z)®(z)dx = ®(0)

—+oo +oo +oo

_ /%mﬁm# =/@ww=/&m%m#

— 00

Durch Vergleich liest man ab

or(f)=1. (1.22)

Durch formale Anwendung der Fourier-Riicktransformation (das Integral konvergiert nicht; eine
Fourier-Transformierte existiert nur fiir Funktionen, deren Absolutbetrag im Intervall —oco < 0 <
~+oo integrabel ist) erhiilt man:

+o0 +oo
§(z) = / e2mifeqr = / e 2mifTdr = §(—x)
+R 1 sin(k
— lim /eﬂﬂ'fwdf: lim £ Si0(k2). (1.23)
R—oo k—oo T X
—R



Der Grenzwert in Gl. (1.23) existiert nicht. Man bezeichnet solche Ausdriicke auch als verallge-
meinerten Grenzwert; er bekommt seine Bedeutung dadurch, dal man die Zahlen

“+oo
lim sy (x)®(x)dx

n—oo
— 00

bildet (sinnvolle Ausdriicke erhélt man nur dann, wenn man die unter dem Limeszeichen stehende
Funktion mit einer Funktion ®(z) multipliziert, das Produkt integriert und erst nach der Integra-
tion den Grenzwert n — oo bildet). Man beachte, da§ der verallgemeinerte Grenzwert Gl. (1.23)
zwar die Eigenschaften reproduziert, welche [ d(z)®(z)dx aufweist, daB aber nicht fiir k — oo an
allen Stellen = # 0 der Funktionswert (s. Gl. (1.18)) d(z) = 0 fiir  # 0 erreicht wird (das ist nur
eine der Moglichkeiten). Mit dieser Auffassung weist man leicht nach, dal lim,,_,~ exp(—jwt) = 0
ist, weil

—+oo
lim [ ®(t)e Itdt =0

w—r 00
— 00

gilt.

Die é-Funktion ist eine gerade Funktion. Die Darstellung Gl. (1.23) ist also immer so zu ver-
stehen, daf8 beim Integral [§(x)®(x)dz erst nach der Integration der Grenzwert R — oo oder
k — oo gebildet wird. Weitere Darstellungen sind z. B.

0(z) = lim I_¢ lim ! e i

z) = lim — =1 xp | —— ).
e=s0m a2 +e2 050 /9102 P 202

Fiir  # 0 verhalten sich diese beiden Funktionen im Grenzwert wie g(z) = 0, fiir x = 0 haben

sie eine Singularitit, fiir die Gl. (1.19) erfiillt ist; da8 Gl. (1.14) gilt, rechnet man unter Beachtung

der Eigenschaften Gl. (1.1), Gl. (1.2) von ®(z) leicht nach. Eine weitere niitzliche Beziehung ist

(1.24)

“+oo
[ oo = 3 2 (1.25)

wobei z,, die Nullstellen der Funktion g(x) bedeuten (¢'(z,) # 0).

1.2.2 Ableitungen der /-Funktion
Aus GL. (1.6) folgt:

726 (@)0(2)dr = — [T 6(2)® (z)dw = —/(0), (1.26)
[ 5 @)@ (@)de = (1) [ 8(x) 8 ()dz = (~1)"2)(0). |
Auch diese Funktionen verhalten sich fiir z # 0 wie die gewohnliche Funktion g(z) = 0; fiir die
Funktionen ®(x) mufl daher nur die Stetigkeit der n-ten Ableitung an der Stelle x = 0 gefor-
dert werden. Darstellungen der Ableitungen von 6(z) erhilt man auch durch Differenzieren von
Gl. (1.23), Gl. (1.24) und Interpretation als verallgemeinerte Grenzwerte:

§'(x) = lim 1 <k Coi(k‘"” - Sm;’;x)> . (1.27)

Durch wiederholte Anwendung von Gl. (1.21) folgt

ndV(z) + 26 () =0 n=1,2,3,... (1.28)



1.2.3 Der Cauchy’sche Hauptwert (valor principalis)

Er wird fiir uneigentliche Integrale mit dem Nenner z folgendermaflen definiert:

—€

(s|®) = lim / @d:ﬂ + 7‘1)5;”)61@«

= lim WW@ = 7013 (;) O(z)dz. (1.29)

Fiir P(1/z) weist man mit Gl (1.9)-Gl. (1.11) nach, dafl sich der Hauptwert von 1/x fiir x # 0
wie die gewdhnliche Funktion 1/x verhélt.

1 1
P() :g(;)j) =—, —o<r<0 0<z<oo. (130)
X

xT

Das Intervall —e < & < +¢ wird bei der Integration ausgespart. Darstellungen durch verallgemei-
nerte Grenzwerte sind (siehe auch Gl. (1.42), Gl. (1.44)):

1 1-— k
PL) 2 tim — T = g Lot (1.31)
x =022 +e2 koo x
DaB bei der Integration das Intervall —e < z < € tatséchlich ausgespart wird, sieht man aus dem
Verschwinden des nachstehenden Integrals:

+e +1 B(eu) +1 p
. x . u®(cu udu
gl_% m@(w)dm-i%/ T du-tb(())/ T =0. (1.32)
e -1 -1

Man beachte, daf§ die Gleichung

af(z)=1 (1.33)
im Bereich der verallgemeinerten Funktionen folgende Losung hat:

1
fley="P <x) + cd(x). (1.34)

Es ist somit 1/x gleich P(1/x) + ¢d(x). Beweis: Man multipliziere mit « und beachte Gl. (1.20),
Gl. (1.29).

1.2.4 Die Funktion H(x)
Definition:

) +oo
(s|®) = /@(x)dm = /H(;v)CI)(;v)dx (1.35)
0 —00

Mit GI. (1.9) bis Gl. (1.11) weist man nach, dafi H(z) in den Intervallen —oo < 2 < 0,0 < 2 < 00
durch einfache gewohnliche Funktionen ersetzt werden kann:

H(z) = { (1) i z gf (1.36)
Wegen GIl. (1.6) gilt fiir die Ableitung

“+o0 “+oo [e'e] 400

/ H'(2)®(z)dr = — / H(z)®'(x)dx = —/@'(w)dm =P(0) = / d(z)®(x)dz, (1.37)

o o0 0 —o0



das bedeutet
H'(x) = (). (1.38)

Nun soll noch die Fourier-Transformierte von H(z) berechnet werden: Nach Gl. (1.13) gilt:

o0 oo [+
/H z)dx = /HF Nep(f)df = /<1> / /(I)F(f)e%jf“’df da
0 —00
e eZTrjf:v e 27‘!‘ij71
- / be(NGer | = tm [ e (1.39)
0 =0 -

Es folgt somit im Sinne eines verallgemeinerten Grenzwertes

1— 6727rjfaz

H = lim ——. 1.40
r(f) = Jim — s (1.40)
Daraus wird
. 1 —cos(2nfzx) . sin(2wfx)
= _ _— 1.41
Helf) = o = 5mp P ony (A
Durch Vergleich mit den Beziehungen Gl. (1.23), Gl. (1.31) erhilt man das Ergebnis
1 1 1
H =—P|-= =4(f)- 1.42
#() = 5P () + 300 (142)

Die Darstellung von Hp(f) durch verallgemeinerte Grenzwerte hitte man auch folgendermafien
erhalten kénnen:

“+o00 o0 R

= /H(x)e_%jfmdx:/e_Q’ijmdx:Rlim /e_%jfmdx, (1.43)
—00
0
woraus folgt:
1 . 1—cos(kf) 1 . sin(kf)

= — _— 4= . 1.44
He) = gy o =5 V3.5 (49

1.2.5 Die Funktionen i, (z), 0_(z)
Sie sind — siehe auch Gl. (1.23) — folgendermafien definiert:

+R R R
1 —2rjfx . E —2njfx : 2njfa
o= o= o o [
R 0 0
= Op(x)+0_(x). (1.45)
Aus Vergleich von GI. (1.43), Gl. (1.44), Gl. (1.45) folgt mit Gl. (1.24), Gl. (1.31)
. 1 . ... 1 € o 1
2mjds(w) = P(I) +imd(e) = limy o Tl s = i
. 1 . T e 1
—2mjo-(a) = P <x> —Jme) =l s T e s T o
6_(z) = Op(—a)=0i(a) = " (~a). (1.46)
Damit kann man z. B. schreiben:
Hp(f) = 04(f)- (1.47)



1.2.6 Die Funktion sgn(z)
(Signum von z), ist definiert durch

o 0 “+o0

(s]®) = / () dz — / (z)dz = / sqn(2)®(z)dz. (1.48)

0 — 00 —o00

Nach GL. (1.9)-Gl. (1.11) 148t sie sich intervallweise durch eine gewdhnliche Funktion ersetzen:

sgn(z) = H(z) — H(—x) = { o g o (1.49)

Daraus folgt

%sgn(m) =d(x) + §(—x) = 26(x). (1.50)
In der Folge werden oft Integrale der Form fab d(z — x9)®(z)dr vorkommen. Setzt man fiir d(z)

eine der Formen GI. (1.23), GI. (1.24) ein, so erhélt man, wenn man den Grenziibergang nach der
Integration vollzieht,

b D(b)/2 xo =,
/6(1‘ — 20)®(z)dx = ¢ D(x0) a < xg<b, (1.51)
a q)(a)/Q o = Q.

Fiir verschiedene Anwendungen ist es listig, dal der Faktor 1/2 vorkommt. Integrale der Form
Gl. (1.51) werden dadurch vermieden, dafl man folgende Integrale bildet (x > 0):

btk b+
lirrb 0(x — x0)®(x)dx = /5(x —20)P(z)dr = ®(x0), a <z <b. (1.52)
K—

1.3 Grundgedanke der Greenschen Funktion

1.3.1 Inhomogenes Problem, homogene Randbedingungen

Zu 16sen sei folgendes Problem:

d2
Lu(z) = 7% = g(z) inhomogenes Problem, (1.53)
u(0)=0, wu(l)=0, 0<z<1 homogene Randbedingungen.

Wenn L ein linearer Operator ist (das sei im folgenden immer der Fall), dann kann man die
Wirkung u(x) an der Stelle z als Superposition der Wirkungen zufolge der Ursachen g(z) an den
Stellen z darstellen. Der Gewichtsfaktor G(x,z¢) gibt an, wie stark sich die Ursache bei z( als
Wirkung an der Stelle x manifestiert; somit erhélt man fiir die Losung den Ansatz

u(z) = /G(x,xo)g(xo)d:vo' (1.54)
0

Gl. (1.54) erfiillt die geforderten Randbedingungen (im folgenden als RB abgekiirzt) von Gl. (1.53),
wenn G beziiglich der Variablen x dieselben homogenen RB erfiillt:

G(O,l‘o) = O7 G(l,l‘o) =0. (155)



Setzt man den Ansatz Gl. (1.54) in Gl. (1.53) ein, und schreibt in den Integralgrenzen 0—, 14+ um
etwaige Singularititen am Rand ganz einzubeziehen, siche Gl. (1.52), so erhilt man

1+ 1+
Lu(z) = g(x)= /LG(w,gco)g(xO)dxo = /5($0—x)g(xo)dnﬁo, d.h.
0— 0—
LG(z,z9) = —LG(E;’IO) = d(x — xp), G(0,29) =0, G(1,79) =0. (1.56)

G(z,x0) heifit Greensche Funktion des Problems. Hat man sie gefunden, so ist die Losung des
Problems GI. (1.53) fiir beliebige Funktionen g(z) zu den RB «(0) = 0, u(1) = 0 durch Gl. (1.54)
gegeben.

Verfahren 1 zur Berechnung von G(x,x¢)

Direkte Integration von Gl. (1.56) im Bereich der verallgemeinerten Funktionen:

dG/dx = —H(x — x0)+ c1(xo),
G = —(x—z9)H(x —x0)+ xc1(x0) + c2(x0)-

Jetzt werden die RB erfiillt:

G(O,ZL‘o) = 0 = {E()H(*IE()) + CQ(IL‘()),
G(l,xo) = 0 = —(]. —.’Eo)H(]. —$0)+Cl($0)+02($0).

Man berechnet aus diesen beiden Beziehungen die Integrationskonstanten ¢y, co. Die Losung lautet
damit

G(z,m9) = —(x —xo)H(x —x0) + 2 [(1 — x0)H(1 — xg) + xoH(—x0)] — o H(—x0). (1.57)

Dieser Ausdruck ist jetzt zu vereinfachen. Grundgedanke: Die Funktion ist beziiglich der Varia-
blen z, g im Intervall 0 < z,zg < 1 definiert. An der Stelle z = x( hat die zweite Ableitung eine
Singularitét. In den Teilintervallen 0 < zp < x und = < g < 1 wird daher keine Singularitit auf-
treten. Man erhélt als Funktion von zq (das ist deshalb zweckmiiiig, weil die Integrationsvariable
in Gl. (1.54) die Variable x( ist) das Ergebnis

zo(l —x) 0<zy <z,

Gz, 20) = { z(1 — zo) x < xo <1 (1.58)

Die Losung des Problems Gl. (1.53) ist daher:

T 1

u() = / ro(1 — 2)g(zo)dco + / 2(1 - z0)g(zo)do. (1.59)

0

Verfahren 2 zur Berechnung von G(z, )

G erfiillt mit Ausnahme bei x = zy die homogene Gleichung —d?G(x, z¢)/dz? = 0. Es ist nahelie-
gend, in den beiden Bereichen 0 < zg < x, z < x¢p < 1 je eine Losung dieser Gleichung anzusetzen
und die beiden Losungen bei x = xg geeignet aneinander zu passen. — Ansatz:

za(zg) + b(xo) 0<zy <z,

Gz, 20) = { xze(xo) + d(xo) x <z < 1. (1.60)

Wegen den RB G(0,29) = 0, G(1,z() = 0 folgt (man beachte: Fiir x = 0 gilt = < z¢; fiir £ = 1 ist
x> x0):

(x — 1a(xo) 0<zy<uz,

Gl 20) = { xe(xo) x<zp<1. (1.61)



An der Stelle x = xg ist G(x, zo) stetig (wenn man zweimal iiber §(z — x¢) integriert, erhilt man
nach der ersten Integration eine Kurve mit einem Sprung, nach der zweiten eine stetige Kurve mit
einem Knick). Aus der Stetigkeitsbedingung

(xo — 1)a(zo) = xoc(xo)
erhéilt man eine Beziehung zwischen den beiden Konstanten a, ¢ und somit

zo(z—1)
G(x,xo) = { xo—1 C(‘TO) 0 S o < @,

1.62
ze(zo) x < xo < 1. (1.62)

Die Konstante ¢(xg) erhélt man, indem man Gl. (1.56) iiber den Bereich 29 — ¢ < & < 2 + ¢
integriert.

xo+e 9 xo+e

lim de = — lim 0(x — xo)dr = —1

e—0 €T e—0
ro—E& Tro—E€
d d
_ i J 3G, 20) _ dG(z,2) , (1.63)
e—0 dzx _ dz —rn—
Tr=x0+€ T=Tog—E&

Mittels Gl. (1.62) berechnet man:

d xze(xg) = c(xg),

: dG _ d
11m5_>0 E‘m:wo—a T dx

lime o 22, = drole — 1) o) = mlep), o
Aus GI. (1.63) erhilt man:
c(zp) =1 — xo. (1.65)
Eingesetzt in Gl. (1.62):
G ={ 0 Sl (156)
Gl. (1.66) ist identisch mit Gl. (1.58). Man kann GI. (1.66) auch so schreiben:
G(z,z0) =x0(l —2)H(z —0) + (1 —z0)H (o —x) 0<1z0 <1 (1.67)

Was wire, wenn man statt der homogenen RB «(0) = u(1) = 0 inhomogene Randwerte u(0) # 0,
u(1) # 0 hétte? Dann miite G(z,x¢) anderen (nicht einfach zu durchschauenden) Bedingun-
gen geniigen, man miifite ein anderes G(z, xo) ermitteln. Dieser Weg wird nicht beschritten. Man
kommt mit einem Trick immer mit G(z,x¢) fiir homogene RB aus (dies wird im folgenden Ab-
schnitt erldutert).

1.3.2 Homogenes Problem, inhomogene Randbedingungen

Folgendes Problem sei zu 16sen:

d*h
Lh(z) = — da:(f) =0 homogenes Problem, (1.68)

h(0) =ho#0, h(l)=h1#0, 0<2z<1 inhomogene RB.

Die Losung von Gl. (1.68) kann sofort angeschrieben werden:

h(z) = ho(1 — ) + hyz. (1.69)
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Abbildung 1.1: Verlauf der Funktion v(z); sie nimmt homogene Randwerte bei Anniiherung an die
Punkte z = 0, = 1 von auBlerhalb des Intervalls (0, 1) an, inhomogene Randwerte bei Annéherung
an die Randpunkte aus dem Inneren des Intervalls

Diese Losung kann durch einen Trick mittels der Greenschen Funktion (GF) Gl.(1.58), die fiir
homogene RB ermittelt wurde, gefunden werden. Wie, wird im Beispiel gezeigt (s. auch Abb. (1.1)).
— Man ersetzt h(z) von Gl. (1.69) durch eine Funktion v(z), welche homogene RB erfiillt, aber im
Grenzwert die geforderten inhomogenen Randwerte annimmt, wenn man sich den Intervallgrenzen
vom Inneren des Intervalls nihert. Ein Beispiel fiir so eine Funktion ist (siche auch Abb. (1.1))

(—ho + hl)l' x <0,
v(z) =ho[H(z) —z]+ bz —H(x - 1) =4 ho(l—2)+hx O<z<l, (1.70)

(=ho +h1)(z—1) x> 1
v(z) nimmt bei Annidherung an den Rand von innen die inhomogenen Randwerte hg, hy an, bei

Annédherung an den Rand von aulen homogene Randwerte. Durch Differenzieren folgt:
V(x) = hold(z) — 1] + ke[l = 6(x — 1)],
V() = hod'(2) — had'(z — 1), (1.71)
2
Lu(z) = -8 = s(z) = —hod'(z) + &' (z — 1), v(0-) =0, v(1+)=0.

Damit wurde das homogene Problem mit inhomogenen RB Gl. (1.68) durch das inhomogene Pro-
blem mit homogenen RB GI. (1.71) ersetzt, und darauf miifite die GF Gl. (1.67) angewendet wer-
den konnen. Probe aufs Exempel: In Anwendung von Gl. (1.59) erhélt man fiir die Losung von
Gl. (1.71):

x 1+

v(z) = /xo(l —x)s(xg)dxo + /x(l — xg)s(xg)dxo

0— T

z 1+
—/l‘o(l — x)hoé/(ﬂ?o)d.ﬁo + /.13(1 — 33‘0)]7,1(5/(.130 — 1)dl‘0

0— T

= hozo(l — )|, —o — dzg hiz(1 — 20)|,,—1

= ho(l—z)+hzx=h~h(z) in 0<z<l. (1.72)

Man erhiilt eine Funktion, die in 0 < & < 1 mit A(z) identisch ist! Berechnung von v(x) in anderer
Form:

1+ 1+
v(z) = | G(z,x0)s(xo)dzo = | G(z,20)[—hod (z0) + h18 (o — 1)]dz0
/ /

OG (x,xo)
8%0

0G (z, )

h
0 8.’[0

—h

) =0—

ro=1+
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Dabei ist

BGa(:;i;)on) = (hier ist g < x) = o [2o(1—2)] =1—uz,
- ro=0— T
0G(z,x0) _ . . B 9 7 o
920 g1y (hier ist zg > z) = e [z(1 - x¢)] = —x.

Damit erhélt man die selbe Losung wie friiher.

1.3.3 Inhomogenes Problem, inhomogene Randbedingungen

Zu 16sen ist:

2
Lu(z) = —%’ = g(z) w(0)=wo#£0, w(l)=uw #£0. (1.73)
Man 16st zunéichst die Differentialgleichung fiir die GF mit homogenen RB:
d*G
LG (o, 29) = —LCET0) s 0y G0,20) = 0, G(1,20) = 0. (1.74)

dx?

Die Losung von Gl. (1.73) wird folgendermafien aufgebaut:

w(z) = u(z) + h(z), (1.75)
d*u /

Lu(x) = By gx), uw(0)=0, wuw(l)=0, dh: wulx)= /G(x,xo)g(xo)dxo, (1.76)
0

Lh(x) = —% =0 h(0)=wy, h(l)=mw;. (1.77)

Dabei wird das Problem Gl. (1.77) ersetzt durch das Problem

Lv(z) = L) s(z) = —wed' (x) + w18’ (z — 1),

dz? 1.78
v(z) = f01_+ G(z,z0)s(xo)drg = h(z) In 0<z <1, (1.78)
Damit wird die Lésung des inhomogenen Problems zu inhomogenen RB
1+
w(x) = /G(x, 20)[g(zo) + s(xo)]dzo = u(z) + v(z). (1.79)
0—

Jetzt stellen sich folgende Fragen: Wie findet man zu gegebenen inhomogenen RB die symbolische
Funktion s(x)? Wie 16st man die Differentialgleichung fiir die GF?

1.4 Vektoren und lineare Operatoren in abstrakten
Raumen

Man definiert abstrakte Vektoren |¢), |¢) (sogenannte Ket-Vektoren oder Kets, die Bezeichnung
geht auf Dirac zuriick), deren Komponenten in einem unitdren Raum durch komplexe Zahlen
gegeben sind. Es kénnen abzihlbar endlich oder unendlich viele Komponenten vorhanden sein (je
nach der Dimension des Raums). Die Komponenten dieser abstrakten Vektoren beziiglich einer im
Raum gewé&hlten Basis werden in einer Spaltenmatrix angeordnet.

1 1
® P

)= ;2 w=| (1.80)
Pn Un
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Das Zeichen = bedeutet ,,Entsprechung“: Dem Ket entsprechen die in der Spaltenmatrix zusam-
mengefafiten Komponenten beziiglich einer im Raum gewahlten Basis.

Im Grenzfall kann ein Raum nicht-abzéhlbar unendlich viele Dimensionen haben; in diesem
Fall wird der Index der Komponenten eine kontinuierliche Variable z, die Spaltenmatrix wird eine
Matrix mit ,,kontinuierlich unendlich vielen Zeilen“, eine Funktion:

o= ). w0 (181

Zu den Ket-Vektoren werden adjungierte Gebilde, sogenannte Bra-Vektoren oder Bras (|, (1]
definiert, deren Komponenten zu den adjungierten (hermitesch konjugierten) Matrizen fithren
sollen:

"

1
Y2 x 1
Gl= el = | 7| = (e, oder (9 =@,
Z’I i (1.82)
_ 2~ ¢2 _ RS * 1/)(55) T_ *
W=y 2| | =i, oder < ‘ >_(¢ (@) =)
wn

Aus GI. (1.80)-Gl. (1.82) definiert man als ,inneres Produkt“ jene komplexe Zahl, die entsteht,
wenn man (in dieser Reihenfolge) einen Bra mit einem Ket zu einer Bra(c)ket zusammenschiebt:
Diese komplexe Zahl ist das Produkt der entsprechenden Matrizen der Komponenten. Es gilt:

1
(o) = (hle)” = (Wle)' Z%w v | n | e = [ @@ (189
Un
Die Vektoren sollen alle endliche Lange haben, d. h.
(ple) = {ole)” Zw, oder = [ lpla)Pde < M. (184)

Man beachte: Wird ein Produkt von Gebilden (Matrizen) adjungiert, so kommt man zum selben
Ergebnis, wenn man die Adjungierten der Einzelgebilde in umgekehrter Reihenfolge multipliziert.

G1GoGs .. .G =aial .. .clGlah. 1.85
321

n~n—1"-

Bei einer komplexen Zahl (1 x 1-Matrix) sind die Operationen komplex konjugiert und hermitesch
konjugiert identisch.

Die Komponenten ¢; des Kets |¢) kann man als Komponenten von |¢) in Richtung von Ein-
heitskets |i) auffassen, welche paarweise orthogonal sind.

= Z liY; = Z |i)(i|@), oder /|x dzp(z /|1: V(x| ). (1.86)

Analoges gilt fiir den Bra (p|, den man durch Adjungieren von GI. (1.86) unter Beachtung von
Gl. (1.85) erhilt.

= S witil= el oder = [ @irtel = [folajantal (187

7

Es gilt also die Schreibweise:

(ile) = i (2lg) = o),
eli) = ¢, (plz) = . (1.88)



Durch Vergleich der Gleichungsseiten in Gl. (1.86), Gl. (1.87) erhilt man die Vollstéindigkeitsrela-
tion (I ist der Einheitsoperator, der alles unveréndert 148t):

me =1, oder /|x>dm<x| =1 (1.89)

Gl. (1.89) besagt auch, dafl jeder Vektor |p) nach den Basisvektoren |i) (bzw. |z)) entwickelt werden
kann. Aus Gl. (1.86) folgt ferner durch linksseitiges Multiplizieren mit einem Basisvektor (j| (bzw.

(@)
Glo) = 5 = S 0iliben, oder (a'|g) = pla’) = / (' |2 dp(z). (1.90)

i

Daraus lassen sich die Orthogonalititsrelationen der Basisvektoren ablesen:

(jli) = b;j, oder (2'|z) =d(z' — ). (1.91)
Ein linearer Operator L transformiert einen Ket |u) in einen anderen Ket |g):
Llu) = |g). (1.92)

Hat man eine Basis Gl. (1.91) gew#hlt, so kénnen die sogenannten Matrixelemente eines linearen
Operators L wie folgt definiert werden:

L;; = (i|L|j), oder L(z,2")= (z|L|z"). (1.93)
Mit Hilfe dieser Matrixelemente 148t sich der auf Kets operierende abstrakte Operator L dquivalent

durch einen Operator L ersetzen, der auf die Komponenten wu; oder u(xz) des Kets operiert; aus
Gl. (1.92) folgt:

Liv) = lg), Llu) = |g),
(i[Llw) = (ilg), (@|Llu)y = (z|g),
(i|LIlu) = (ilg), (z|LIlu) = (z]g),
Z]<Z|L|]><3|U> = (ilg), f<x|L|x’>dx’(x'|u> = (zlg), (1.94)

> Lijuy = gi J L(z, 2" )u(z")dx' = g(x) ‘
= Lu; = Lu(x)
= (i[L[u) = (z|L|u)
= Lilu). =  L{z|u).

Der zu L adjungierte Operator L' wird durch die zu Gl. (1.92) adjungierte Gleichung
(u|L" = (g] (1.95)
definiert. Aus Gl. (1.92), Gl. (1.95) folgt die Beziehung:

(vILlu) = (v]g), } Fiov
. v|Llu) = {(u|L"|v)". 1.96

WL) = (o) = gy, § IR = L (196
Gl. (1.96) hétte man auch direkt durch Adjungieren von (v|L|u) nach der Regel Gl. (1.85) erhalten.
Die Anwendung dieser Schreibweise auf unsere Situation wird mit Beispielen erldutert.

Beispiel 1

+o0 +oo
/ s*(x)®(z)dr = /<3|x>dx<z|<1>> = (s|I|®) = (s|®). (1.97)

Das Integral ist als inneres Produkt zweier abstrakter Vektoren |s), |®) in einem Basissystem
aufzufassen, fiir dessen Basisvektoren gilt

“+o0
/ |z)dz (x| =1, (z]|z') =d6(z—a'). (1.98)
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Beispiel 2

Es seien zwei verschiedene Basissysteme gegeben, das eine durch Gl. (1.98), das andere durch

+oo

[1ndiisi=1 ey =sr - 1. (1.99)
Mit der Bezeichnung

(zlg) = g(z), (flg) =gr(f) (1.100)
gilt dann

+oo
wle) = o) = [ elnae)
+oo - +oo +oo
= [ tslaldatale) = [ s @a(@rds = [ sp(r)@e(H). (1.101)

Das ist identisch mit Gl.(1.13). Die Fourier-Transformation Gl.(1.12) ist nichts anderes als die
Darstellung desselben abstrakten Vektors |g) beziiglich zweier verschiedener Basissysteme. Die
Transformation der Komponenten dieses abstrakten Vektors erfolgt auf folgende Weise:

g() = (alg) = (@lLlg) = [T (x| f)df (flg) = [T (@l f)df gr (),

(1.102)
gr(f) = (flo) = (fILlg) = [ (flayda(elg) = [735(fle)dag(x).
Aus Vergleich mit Gl. (1.12) folgt:
(z[f) = exp(2mjf), (flz) = (z|f)" = exp(=2mjfx). (1.103)

Die Transformation kann durchgefiihrt werden, wenn man die inneren Produkte (z|f) der Basis-
vektoren der beiden Basissysteme kennt.
Beispiel 3
Gegeben sei eine Gleichung in abstrakter oder in Komponentenschreibweise:
Llu) = |g), oder Lu(z)= g(z). (1.104)

Es seien L, |g) bekannt, der Vektor |u) werde gesucht. Wenn der inverse Operator L™ " existiert
(fiir thn wird die Bezeichnung L~!' = G gewihlt; der Umkehroperator existiert dann, wenn die
durch L vermittelte Transformation keine Projektion des Vektors in einen niedriger-dimensionalen
Raum war), so gilt fiir die Losung

L7 'Llu) = L™|g) = |u) = Glg). (1.105)

Gl. (1.105) kann analog Gl. (1.94) fiir die Komponenten der abstrakten Vektoren beziiglich eines
Basissystems angeschrieben werden:

(xlu) = <$|Q|9>=(xlﬂlm=/<x|Q|$o>d$o<xo|g>

= u(x) :/G(x,xo)g(xo)dxo. (1.106)
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Die Greensche Funktion (im folgenden gelegentlich mit GF abgekiirzt) ist somit die Matrix des
abstrakten Umkehroperators G = L~'. Welcher Gleichung geniigt G? Es ist sicher

LL'=LG =1,
das heif3t
(2|LG|xo) = (x|L|zo) = (x|z0) = 6(x — x0).

Schreibt man statt G|zo) den Vektor |v), so kann der Ausdruck (z|LG|xg) = (z|L|v) nach Gl. (1.94)
auch in der Form

L{z|v) = L{z|G|xo) = LG(x, x0)
geschrieben werden. Damit hat man die Differentialgleichung fiir die GF:

LG(z,20) = 0(z — x9). (1.107)
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Kapitel 2

Gewohnliche
Differentialgleichungen

2.1 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung und li-
neare Randbedingungen

Der allgemeinste lineare Differentialoperator zweiter Ordnung hat die Form

d2

d
s +b(z)— + c(x). (2.1)

L =a(x) I

Alle Funktionen u(x), auf die L angewendet wird, sollen Komponenten von Vektoren |u) endli-
cher Linge sein; auch die Funktionen Lu(z) (die Komponenten der Vektoren L|u)) sollen dieser
Bedingung geniigen, d.h. z. B. fiir u(x):

(ulu) = {ul) = [ (ule)dotalu) = [ u(o)Pdo < 01 (2.2)

Die Integralgrenzen legen den Bereich der Variablen z fest, in dem die Funktionen u(z), Lu(z)
definiert sind.

Funktionen u(x), fir die Lu(x) bekannt ist, sind eindeutig durch lineare Randbedingungen
(RB) festgelegt, die (z.B. fiir Funktionen, die im Bereich 0 < x < 1 interessieren) folgende allge-
meine Form haben:

(gi gi ‘Z;f' gi) UE(B :(g> (2.3)

u
u

~

Als Operatorbereich £ des Operators L bezeichnet man alle Funktionen u(z), fir die Gl. (2.2) mit
speziellen RB Gl. (2.3) gilt, und fiir die Lu(z) wieder analog Gl. (2.2) integrierbar ist.

Der abstrakte Operator L beinhaltet somit jeweils zwei Angaben: erstens den formalen Ope-
rator L, der auf die Komponenten u(x) von |u) operiert, sowie den Operatorbereich (OB) £ von
L, der Gl. (2.2) und die Randbedingungen fiir u(z) umfaft.

L formaler Operator,

L umfafit { L Operatorbereich.

(2.4)
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Man bezeichnet RB als:

homogen: A=0, B=0.
inhomogen: wenn sie nicht homogen sind.
ungemischt: A = au(0) 4+ azu’(0),
gemischt: wenn sie nicht ungemischt sind.
periodisch: ( ) =wu(1), ¥ (0) =u/(1).
RB 1. Art: = au(0), B = Bau(l).
RB 2. Art: A = azu/(0), B = B4u/(1).
RB 3. Art: = a1u(0) + asu’(0),
B Bou(1) + Buu (1),
Anfangsbedingung: = a1u(0), B = p3u'(0),
oder = asu(l), B = Byu/(1).

2.2 Adjungierter Operator und adjungierte Randbedingun-
gen

Nach Gl. (1.96) gilt:

(v|Llw) = (u|L'[v)",
(ulLLlu) = (ulLL[v)",

[tladatelLi) = {[tule)de(zlLiln)}

oder mit Gl. (1.94):

/v*(x)Lu(w)dac = /u(x) {LT’U(SL‘)}* dx. (2.5)

LT operiert auf Funktionen v(x). Es ist einzusehen, daf fiir ein gegebenes L (also L plus L)
die Beziehung Gl.(2.5) nur fiir ein bestimmtes LT und Funktionen v(x) zu erfiillen ist, die ganz
bestimmten RB geniigen: Dadurch ist LT definiert. LT ist der zu L formal adjungierte Operator;
LT ist der zu £ adjungierte Operatorbereich, aus dem die Funktionen v(z) zu entnehmen sind; die
Randbedingungen fiir die Funktionen v(x) werden als adjungierte Randbedingungen bezeichnet
(adjungiert zu den Randbedingungen, welchen die Funktionen u(x) geniigen).

Lt (zu L formal adjungierter Operator),

yal (zu £ adjungierter Operatorbereich). (2.6)

L’L umfaf3t {

Fiir die Matrixelemente von L, LT kann aus GI. (1.96) sofort eine einfache Beziehung angegeben
werden. Wegen

L(z,2') = (@|Ll2),  Li(z,a’) = (z|L'|2'),  (a|L|a’) = («/|L"|z)*
gilt
Li(z,2') = {L(2',2)}". (2.7)

Die Matrix des adjungierten Operators erhélt man, indem man die Matrix des Operators adjungiert
(d. h. Zeilen und Spalten vertauscht und alle Elemente komplex konjugiert nimmt). Der adjungierte
Operator kann aus Gl. (2.5), Gl. (2.6) ermittelt werden.

Man bezeichnet einen Operator als selbstadjungiert oder hermitesch, wenn gilt:

L=1L"

_ 1— . . .
. dh { L=L" der Operator ist formal selbstadjungiert, (2.8)

L = L', der Operatorbereich ist selbstadjungiert.
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Wie in Abschn. (1.3.2) plausibel gemacht wurde, beschiiftigt man sich zweckméfigerweise nur mit
Funktionen, welche homogene RB erfiillen (auch wenn sie dann, wie z.B. die Funktion v(z) am
Rand unstetig sind). Die tatsdchliche, die inhomogenen RB erfiillende Funktion h(x) kann immer
durch eine Funktion v(z) genihert werden, welche bei Annéherung an die Grenzen aus dem Inneren
des Intervalls die richtigen Randwerte annimmt, aber exakt an den Grenzen selbst homogene RB
erfiillt.

2.2.1 Beispiel 1

Im Intervall 0 < x < 1 operiert L = a(z)d?/dz? auf Funktionen u(z); £ sei durch u(0) = 0,
u’'(0) = 0 (sowie natiirlich quadratintegrierbare Funktionen u(x), Lu(z)) definiert. Man ermittle
L. — Durch zweimalige partielle Integration, Beachtung der RB fiir u(z) sowie von Gl. (2.5) folgt:

O/ v* (@) Lu(x)dz

du N du d «
= )| - / W ol (@))de
e dpo
= W) (a(h) ~u(e) e (@)]] + / u(e) 3 o) ()]

dz?

= [t { ol @@} dat 0 Dalt) = a0 (D) + (1)

0
/u(x) {LTU(J?)}* dx.
0

Aus dieser Beziehung liest man ab:

e & oy o0 (1) =
—ﬁ[a ()...], L£': w»1)=0, 2'(1)=0. (2.9)

Es gilt LT # L, LT # £; somit ist L nicht selbstadjungiert.
Die Matrixelemente L(z,x’) des Operators L erhilt man auf folgende Weise:

d?u

Lu(z) = /L(m,x')u(m’)dm' = a(x)ﬁ = a(x)/é”(a:’ —x)u(z")dz'.
x
Aus dieser Beziehung liest man ab:

d2

L(z,2") = a(z)d" (' —z) = a(x)ﬁ

§(a’ —z). (2.10)

Durch Anwendung von Gl. (2.7) konnte man daraus die Matrixelemente des adjungierten Operators
und aus

Liv(z) = /LT(;E,x’)v(x’)dx’
schlieBlich wieder L selbst erhalten.
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2.2.2 Beispiel 2

In0 <z <1sei L =0b(z)d/dr gegeben, £ durch u(0) — 2u(1) = 0. Da hier ein Operator erster
Ordnung vorliegt, geniigt eine einzige RB. Man ermittle LT. — In Anwendung von GI. (2.5) erhalt
man

- /u(x) {—dx[b*(x)v(x)]} dz + u(1)b(1)v* (1) — u(0)b(0)v* (0)
0

= [u@ {0 @e@l} o+ aWp () - 200 0)

/u(a:) {LTU(.’L‘)}* dx.
0
Daraus liest man ab:

LT:_i

@) ] Lt b(1)v*(1) — 2b(0)v* (0) = 0. (2.11)

2.2.3 Beispiel 3

Aus GL. (2.9), Gl. (2.11) sieht man, dafl der zu L nach Gl. (2.1) formal adjungierte Operator gegeben
ist durch

2
L= %[a*(m)...] - %[b*(x)...} + o' (a). (2.12)

Damit stellt sich heraus, daf§ der allgemeinste lineare Differentialoperator zweiter Ordnung Gl. (2.1)
leider nicht formal selbstadjungiert ist. — Im folgenden wird gezeigt, dafl man durch eine geeigne-
te Umformung des linearen Differentialoperators zweiter Ordnung erreichen kann, dafl wenigstens
alle reellen linearen Differentialoperatoren zweiter Ordnung formal selbstadjungiert sind (das er-
leichtert das Losen von Differentialgleichungen erheblich).

2.3 Gewichtsfunktionen. Operatoren im erweiterten Sinn.

Der allgemeinste lineare Differentialoperator zweiter Ordnung kann in folgender Form geschrieben
werden:

I—_ 1 d p(r) d? 1 dp(z) d

Durch Vergleich mit Gl. (2.1) sieht man, wie a, b, ¢ mit r, p, ¢ zusammenhéngen.

r(x) sei eine reelle, positive Funktion (wenn r(z) das Vorzeichen wechselt, so mufl L abschnitts-
weise zwischen zwei Nullstellen von r(x) so definiert werden, da8 r(z) positiv ist). Es stellt sich
als zweckméBig heraus, r(z) als Gewichtsfunktion einzufiihren, d.h. man definiert anstelle von
Gl. (1.98) einen Satz von Basisvektoren, fiir die gilt

o(x—2a') d(x—2a)

Jr@stal = 1. (e = 2 < S, (2.14)
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Zu Gl.(2.14) ist zu sagen: Operatoren werden nie auf r(x) angewendet; beziiglich Operatoren
verhilt sich r(z) wie eine Konstante (r(x) ist eben nur bei der Integration iiber dx ein ,,Gewicht*,
r(z)dz). Demgemif wird in (z|z’) die Funktion r(x) geschrieben, falls (x|z') unter einem Integral
steht und {iber z integriert wird; es wird r(z’) genommen, falls iiber 2’ integriert wird.

Mit der neuen Beziehung Gl. (2.14) lauten die wichtigsten Relationen von Abschn. (1.4):

= [|z)yr(z)dz(z|e) = [ |x)p(z)r(z)d,

<90|¢> <¢|90> <|IW> f<<P|x>7“($ z(zy) = [¢*(x (z)dx, (2.15)
(ple) = [le(x)

Mit Gl (2.14) lautet jetzt Gl. (1.94):
(z|Llu) = (zlg) = (z|LL|u)
= Lu(z)=g(x) = /(:E|L|m’>r(x')dx’<x’|u) = /L(x,x’)u(x’)r(x’)dx'. (2.16)

Die Umkehrung des Problems L|u) = |g) lautet somit in Analogie zu Gl. (1.105) und unter sinn-
gemifler Anwendung von Gl. (2.16):

Glg) = L7'g) = |u),
(z|Glg) = (z|u) =u(z) =Gg(z /G z,0)g(z0)7(0)dT0. (2.17)

Die Differentialgleichung fiir die GF wird damit:
LG =1 oder (z|LG|xo) = (z|LIG|xo) = (z|xo),
d.h.

0(x — xo)

/<x|L|x’>r(x’)dx’(m'|Q|xo) = /L(x,x’)G(:ﬂ’,xo)r(x')da:' = LG(x,x0) = @)

also
LG(z,x9) = 0(x — o) /r(x). (2.18)

Anstelle von Gl. (2.5) erhélt man aus Gl.(1.96) mit Gl.(2.14) die Definition des adjungierten
Operators:

(0|Llu) = (ulLT|v)",
(v|ILju) = (u[IL'[0)",
* 2.19
[leyr@daeiLi) = {J@r@deELn) (219
fv W Lu(z)}r(x)de = IU(I){LTU(I)}*T(SC)d:L'

Der Umkehroperator von LT werde mit GT bezeichnet; daff das zutrifft, folgt durch Adjungieren
der Gleichung GL = LG = I, also L'at=G'LT =L Analog Gl. (2.18) folgt:

L'G' =1 oder (2|L'G'|xo) = (z|LTIG|z0) = (2|z0),
d. h.

/<x|LT|$/>T($')d$/<$/|QT\350> = /LT(@", )G (2!, xo)r(a)da’ = 6(x — x0) /r(x),
also

LGV (z,z0) = 0(x — x0) /7(z). (2.20)
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Wenn die Funktion G(z, z¢) aus dem Operatorbereich £ zu nehmen ist, so ist dementsprechend die
Funktion G'(x, ) aus £ zu nehmen (sie erfiillt die sogenannten adjungierten Randbedingungen).
Wegen GI. (2.7) gilt fir die Matrixelemente

Gl (!, 2) = {G(x,2)}* (2.21)

Mittels Gl. (2.19) wird zu L in der Form Gl. (2.13) der adjungierte Operator berechnet. Der zu ¢
adjungierte Anteil ist ¢*, weil offenbar

/ o (@) {a(e)u(@)}r(z)dz = / (@) g (@)o(@)} r(x)de. (2.22)

Fiir den ersten Anteil von Gl. (2.13) gilt z. B. im Bereich 0 < z <1

1 1 1
= —/v"kfi o rdm——/v*d du ——v*d—l—f— dv*d—ux
- dz \I'd - Paz) =" " Pax|, " ) dxPdx
0 0 0
1
Pz Paz|, ™ Paz V|, dz \dz Pz,
0 0
1 . L
= /u _1d (dv rdx + udv*—v*d—u
B rdr \U dz P\ "z dz ) |,
0
1
= /u{LTv}*rdaj—i— K[v*(m),u(m)“é
0
1 1 ;
= /U{LT’U}*TdZE-i-/%K(’U*,u)dQ?. (2.23)
0 0

K (v*,u) wird als Konjunkt oder bilineare Kovariante der Funktionen v*, u bezeichnet:

K", u) = K((v|]z), (x|u)) = —p(x) [U*jz - u(i;;*] .

(2.24)

Fiir den adjungierten Operator (siehe Gl. (2.5)) muf} der letzte Term in Gl. (2.23) verschwinden;
fiir den adjungierten Operator erhélt man somit aus Gl. (2.23):

1 1
d dK (v*
(0|L|u) = (u|L]o)* +/%K(v*,u)dx mit /%dm = 0. (2.25)
0 0
Der zu
1d d
L=——(p—)+g 11,
L rdr (pdx) ¢ rree (2.26)
u(z) aus dem Operatorbereich £ (oft mit homogenen RB)
adjungierte Operator LT ist daher
1d d
Lt=—~—(p"— * 11
Lt rdx <p dx) ta, Treel (2.27)

v(xz) aus LT, definiert durch K(v’ﬂu)\é =0.
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Wie man sieht, kann man Gl. (2.23) auch durch Integration der nachstehenden Beziehung (bei der
Integration muf} das ,,verzerrte“ Volumenelement r(x)dz verwendet werden) erhalten:
* 1 d
v*(z){Lu(z)} = u(z) {LTv(z)} + @%K(U*,u). (2.28)
Daraus entnimmt man fiir das Konjunkt:
1. K(v*,u) ist eine Konstante, wenn u, v Losungen von Lu(z) = 0, LTv(z) = 0 sind.
2. Ist L = LT (formal selbstadjungierter Operator), so ist K (v*,u) eine Konstante, wenn u, v
Losungen von Lu(z) = 0, Lv(z) = 0 sind.

3. Ist L = LT, soist fiir linear abhingige reelle Losungen von Lu = 0, Lv = 0 (d. h. u = const-v)
das Konjunkt K = 0; das sieht man durch Einsetzen in Gl. (2.24).

2.3.1 Operatoren im erweiterten Sinn

Eine wichtige Konsequenz von Gl. (2.25) und der Herleitung dieser Beziehung ist folgende: Es seien
zwei Operatoren L;, L definiert, die sich nur beziiglich ihres Operatorbereiches (beziiglich der RB
fiir die Funktionen, auf die sie operieren) voneinander unterscheiden; dann gilt:

L;, gegeben durch L, Lr; L operiert auf w(z) aus Lr;
L, gegeben durch L, L; L operiert auf u(z) aus £;
L gegeben durch LT, £T; L operiert auf v(z) aus L.

Wegen GI. (2.25) gilt
(vlLlu) = (L |o)" + K (v, u)lg, K (0" u)]p =0. (229)
(WILi|w) = (WL )" + K (v, w)lg, K (0% w)]g #0. (2.30)
Weil die Funktionen v(z), w(z) nicht aus adjungierten Bereichen stammen, ist
K (v, w)|g #0.

Das Konjunkt in Gl. (2.30) enthilt Randwerte von v und w; transferiert man das Konjunkt mittels
symbolischer Funktionen unter das Integral auf der linken Seite der Gleichung, so 148t sich ein
Operator L, definieren:

(V|Lew) = (w|LTo)* = (v Lsw) = K (v*,w)]g - (2.31)

Ahnlich wie in Abb. (1.1) beriicksichtigt also der Operator L, die im Konjunkt enthaltenen in-
homogenen Randwerte von Funktionen und deren Ableitungen durch Distributionen am Rand
innerhalb des Intervalls, setzt aber am Rand selbst im Effekt homogene Randwerte. Daher kann
die fiir homogene Randwerte definierte Greensche Funktion verwendet werden, es gilt

LG=1=CGL,. (2.32)

Man kann die Wirkung von L; auf |w) als die Summe der Wirkungen von L, und von einem
Storoperator L, auffassen,

Ly=L.+L,. (2.33)
Aus Gl.(2.31), Gl.(2.33) erhilt man Beziehungen fiir den Operator im erweiterten Sinn L, und
fiir den Stéroperator Ly (zur Abkiirzung wird noch die Bezeichnung L, |w) = —|s) benutzt):
N
(V| Lelw) = (v]Lr|w) = K (0", w)]g,
(wLohw) = (olLyfuw) — (olLy ) o0

= (v]L|w) + (v]s), )
—(vls) = K ({vlz), (x[w))] -
Es stellt sich heraus, da Lyw(x) = (x|L;|w) = —s(x) eine symbolische Funktion ist. Bei Integra-

len, unter denen symbolische Funktionen mit Singularititen an den Integrationsgrenzen stehen,
hat man als Integrationsgrenzen die Werte x1 = 0—, zo = 1+ zu wahlen.

(0| Ly |w)
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2.3.2 Formal selbstadjungierte Operatoren

Fiir r(z), p(), ¢(x) reell sind die in Gl. (2.26), G1. (2.27) definierten Operatoren L, L' reell, und
auBerdem gilt L = LT, d.h. , diese Operatoren sind formal selbstadjungiert (das impliziert nicht
L = L', weil die Funktionen u(zx) einem Operatorbereich £, die Funktionen v(z) dagegen einem
Operatorbereich £T entstammen, fiir die im allgemeinen £ # LT gilt, selbst dann, wenn L = Lf
erfiillt ist).

Als Bereich £ wihlt man immer Funktionen u(z), welche homogene Randbedingungen erfiillen.
Den adjungierten Operatorbereich £, dem die Funktionen v(x) zu entnehmen sind, berechnet man
aus der Forderung

1

N Ldu dv\ | vt A
K(v,u)|(1):—p (v d:c_udx>0__p y z =0. (2.35)
dx 0

Die Determinante heifit Wronskische Determinante; sie verschwindet, wenn die Funktionen u(x),
v*(x) linear abhiingig sind.

Aus GI. (2.35) rechnet man nach, da8 fiir folgende homogene Randbedingungen £ = L gilt
(sogenannte selbstadjungierte Randbedingungen, d. h. , die Funktionen u(x), v(x) erfiillen identi-
sche homogene Randbedingungen; da L = L' vorausgesetzt wurde, ist in diesem Fall, dal £ = £1
gilt, der abstrakte Operator L ein selbstadjungierter Operator: L = LT):

1. Homogene RB 1. Art: u(0) = u(1) = 0.
2. Homogene RB 2. Art: «/(0) = /(1) = 0.

3. Homogene RB 3. Art: u(0) + ¢1u/(0) = 0, u(1) 4+ cou/(1) = 0. Die Koeffizienten ¢, ¢o sind
reell.

4. Periodische RB mit der Einschrinkung p(0) = p(1): u(0) = u(1), «/(0) = ' (1).

Man beachte, dafl homogene Anfangsbedingungen nicht selbstadjungiert sind: Ist der Operator-
bereich £ durch die RB u(0) = «/(0) = 0 definiert, so erhélt man fiir den adjungierten Operator-
bereich £ die Bedingungen v(1) = v/(1) = 0.

2.4 Inhomogene Probleme mit inhomogenen Randbedin-
gungen

Gegeben sei ein Operator L; durch den formalen Operator L, der auf Funktionen w(z) aus dem
Operatorbereich L operiert; der Operatorbereich ist durch inhomogene Randbedingungen fiir
w(x) festgelegt. Das zu losende Problem sei:

Liw) =1g), d.h. Lw(z)=g(z) mitw(x)aus L. (2.36)

Bekannt sei die Greensche Funktion fiir dasselbe inhomogene Problem fiir Randbedingungen der-
selben Struktur, die aber diesmal homogen statt inhomogen gewéhlt seien. Dieses Problem l&3t
sich durch einen abstrakten Operator L erfassen, der durch denselben formalen Operator L gege-
ben ist: Dieser operiert aber nun auf Funktionen u(x) aus dem (homogenen) Bereich £ # L. Zu
diesem Operator sei auch der adjungierte Operator LT (durch LT, £1 definiert) ermittelt worden.
Es ist also bekannt:

Liu)y = |g), d.h. Lu(zr) = g(x) mit u(z) aus L,
GL = LG=L'G'=G"L"=1,
LG(z,z9) = 60(x—m)/r(z) mit G(x,x0) aus L beziiglich z, (2.37)
LIGY(x,20) = 6(x —20)/r(z) mit G (x, ) aus L beziiglich x, '
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Die Losung des inhomogenen Problems zu homogenen Randbedingungen lautet (dabei wurde nach
Gl. (2.21) beriicksichtigt, daB GT(z',2) = {G(z,2")}* gilt):

luy = Glg), d.h
1

u(z) = / G, 20)g o) (o) dro — / (G (0, 2)]" (o) (o) dizo.
0 0

Setzt man in Gl. (2.36) fiir den Operator L; den Ansatz Gl. (2.33) ein und verwendet den Umstand
(siehe Gl. (2.32)), dal G der Umkehroperator des Operators L, ist, so kann man das Problem wie
folgt formulieren:

Li|w) = |9) = Le|w) + Ly |w). (2.38)

Die formale Losung erhilt man durch Auflésen nach L, |w) und Anwenden des Umkehroperators
G von links (GL, = I):

lw) = Glg) — GL, |w). (2.39)

Das ist tatsdchlich die Losung des inhomogenen Problems zu inhomogenen Randbedingungen,
weil L;|w) (siehe Gl.(2.34)) nur Randwerte der Losungsfunktion w(x) enthélt, deren Kenntnis
vorausgesetzt ist. Die Losungsfunktion w(z) erhélt man, indem man die Bracket (z|w) berechnet:

w(z) = (z|w) = (z|Glg) — (2|GL; [w). (2.40)

Die Bedeutung der Klammer (z|GL, |w) folgt unmittelbar aus Gl. (2.34), indem man statt (v| den
Bra (z|G einsetzt und im Konjunkt anstelle der Variablen x (die bereits in (z|G verwendet wurde)
eine andere Variable x( setzt:
zro=1
—(@|GL|w) = = =K ({z|G]xo), (wo|w))|zy=0

= K [G(e,x0), wlao)][27L (2.41)

xo=0 "

Differentiationen im Konjunkt erfolgen nach der Variablen zy. Damit ergibt sich die Losung des
inhomogenen Problems zu inhomogenen Randbedingungen aus Gl. (2.40) unter Beachtung von
Gl. (2.41) und GI. (2.17)

1
w(z) = /G(x,mo)g(mo)r(ﬂco)dxo - K [G(m,xo),w(:vo)ﬂzgzé. (2.42)
0

Statt der Greenschen Funktion G(z,x() kann auch [Gf(z¢,z)]* eingesetzt werden. Die Losung
besteht aus der Superposition von zwei Teilen: Der erste Anteil ist die Losung des inhomogenen
Problems zu homogenen Randbedingungen, der zweite Anteil 16st das homogene Problem zu inho-
mogenen Randbedingungen; beide Anteile benétigen nur die Greensche Funktion zu homogenen
Randbedingungen.

Sonderfall: Es kann sein, daf§ das inhomogene Problem zu homogenen Randbedingungen keine
Lasung hat. L|u) = |g) mit u(z) aus £ ist im allgemeinen nicht 16sbar, wenn das Problem L|v) = 0
eine nichttriviale Losung v(z) aus LT besitzt. Aus L|u) = |g) folgt dann néimlich

(v|LJu) = (vlg) = (ulL|v)* = 0. (2.43)

Eine Losung existiert also nur dann, wenn ,zufillig® (v|g) ebenfalls verschwindet (Orthogonalitét
von |g) und |v}).
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2.4.1 Beispiel

Man 16se

—%(;) =g(z), 0<z<1, w0)=wy, w(l)=uw;. (2.44)

Es ist:

L;: L=—d?/dz?, L;: w(0)=wy, w(l)=w,

L: L=—d?/dz?, L: u(0

L': Lt=L=—d?/ds? Lt
Die Gewichtsfunktion ist » = 1. Zum Anschreiben der Losung Gl. (2.42) braucht man G(x,xo)
oder GT(z, 7). Aus Gl. (2.37) folgt

_d2G(x, Zo)
dx?

Gl. (2.45) wurde schon frither gelost; nach Gl. (1.66) war die Losung

=d(x —xzp), G(0,2z9) =0, G(1,z0)=0. (2.45)

zo(l —x) 0<zy <z,

Gz, z0) = { z(1 — zo) x <xo <1 (2.46)

Unter Bezug auf Gl. (2.24) erhilt man (p(z) = 1)

K [G(x, z0), w(wo)][2Zy

10:0 =
OG (z,x¢)
8I0
wo OG(x, xo)
81'0

OG (z, )

G(z, Dw'(1) — w(1) Dz

+ | G(x,0)w' (0) — w(0)

I():l

o —0‘|

0G (x, xo)
Jxg
0
w1 8—%[;3(1 — z9)] . — wo a—xo[aﬁo(l — )] L

= —wiz —we(l—x). (2.47)

= wl

5130:1 :E():O

Damit ist die Losung in der Form von Gl. (2.42):

1
w(z) = /G(w, x0)g(xo)dxg + wo(l — x) + wiz
0

1
= /aco(l —x)g(zg)dxo + /x(l — x9)g(xz0)dzo + wo(l — ) + wy . (2.48)

xT

2.5 Berechnung der Greenschen Funktion

Es wurde gezeigt, dafl nur Greensche Funktionen benttigt werden, welche homogene RB erfiillen.
Zu l6sen sind daher Gleichungen der Form

LG(z,x0) = 0z — zo) = L d {P(:C)

B d dG(z, z)
r(z) r(z) dx

dx

} + q(z)G(z, xp). (2.49)

G(z, o) ist aus £ zu nehmen (charakterisiert durch homogene Randbedingungen). G(x,zg) ist
eine stetige Funktion (das folgt durch zweimalige Integration iiber d(x — x¢)), hat aber bei x = xq
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einen Sprung in der ersten Ableitung. g(x) soll keine §-Anteile enthalten. Aus Gl. (2.49) folgt fiir

den Sprung
. dG(z, zp) e=wote _
gli% {—p(az) R . =1. (2.50)

G(z,z) ist auler bei z = x( eine Losung der homogenen Gleichung LG = 0.

2.5.1 G(z,x) fiir ungemischte Randbedingungen

Man sucht zwei Funktionen hj(x), ho(z) mit folgenden Eigenschaften:
e hi(x) ist irgendeine Losung von LG = 0, welche die homogene RB bei x = 0 erfiillt.
e ho(x) ist irgendeine Losung von LG = 0, welche die homogene RB bei z = 1 erfiillt.

Dann ist

hi(x)ho(x 0<z <z,
F(z,20) = { hixi)lﬁi(% xo < x<§ (1), (2.51)

eine stetige Funktion, welche auler bei z = z¢ die Gleichung LF(z,x¢) = 0 erfiillt, und auflerdem
die zu £ gehérenden homogenen RB erfiillt. Der Sprung der ersten Ableitung ist (p sei stetig)

iy {8
slg%) e dzx

K (hy,hs) ist eine Konstante, falls der Operator formal selbstadjungiert ist (L = L': formale
Selbstadjungiertheit geniigt, d. h. r, p, g reell), weil dann hq, hy Losungen von Lh = 0 sind (siehe
Bemerkung nach Gl. (2.28)). Wegen Gl. (2.50) muf} aber der Sprung 1 sein; daher ist

dj
pdx

—zo— } = —p(wo)[h1(x0)hs(x0) —ha(z0)h (20)] = K (h1, h2)|w:wo :

r=x0+€

hl(l‘)hg(l‘o)H(xo — Z‘) + hy (xo)hg(l‘)H(l‘ — .130)

G(x,zq) = , 0<zxy<1. 2.52
(z,20) K(hi,ho)l,_,. 0 (2.52)
Beispiel
Man l6se
2
_dG@,z) =d(x —xzg), G(0,29)=0, G(1,z9)=0.
dz?
Geeignete Losungen von —d?h/dx? = 0 sowie die GF lauten:
hi(z) = _ _
ha(z) = 1— o K(hy,hy)=(1—2)—x(-1) =1.
G(z,z0) = x(1 — x9)H(zo — x) + zo(1 — 2)H (x — x0) 0<zy<1. (2.53)

2.5.2 G(x,x) fiir gemischte Randbedingungen

In diesem Fall kann man nicht sofort Losungen von Lh = 0 angeben, welche die RB erfiillen. Sind

aber hi, ho irgendwelche linear unabhéngige Losungen von Lh = 0, so kann man ansetzen

hl(x)hg(.’bo)H(iﬂo — ZL’) + hl(xo)hg(x)H(x — xo)
K(hi, ho)|

G(z, o) = crhy(x)+coho(x)+ 0<uzg<1. (2.54)

=T

¢1, ¢o sind aus den homogenen RB zu ermitteln, die G erfiillen muf} (sollte bei der Berechnung von
c1, co die Koeffizientendeterminante null werden, so mufl man andere Losungen hy, he nehmen).
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Beispiel

d*G
—%m) — §(x —x0), G(0,20) =0, G'(0,29) =0
ist zu 16sen. Man nimmt zwei linear unabhéngige Losungen von Lh = 0, z. B.
hi(z) =1 _
hoa) =a KU P2)lemgy =1
und erhélt
B B oy _ ) et er—x 0<x<xg,
G(z,z0) = 1+ cax —xoH(xo — ) —xH(x — 20) = { o1+ Co — ro<z<l (2.55)
Nun werden die homogenen Randbedingungen verwendet:
G(O,Io) :O:Cl — Zo, _ _
G/(O,SC()) :0:02’ d. h. C1 = X, C2 =0.
Damit lautet das Ergebnis
o 0 0 <z < Zo o
G(m,xo)—{ vo— 1 v <<l }—(mo—x)H(x—mo), 0<uz<1. (2.56)

FEine GF, die in einem der beiden Teilbereiche verschwindet, nennt man eine kausale Greensche
Funktion, und zwar aus folgendem Grund: dw(z) = G(z,x0)g(xo)r(zo)dzg ist der Beitrag einer
,»Ursache® g(z¢) an der Stelle zp zur , Wirkung“ w(z) an der Stelle z: Die RB sind im gegebenen
Fall offenbar so, da§ Ursachen bei 2o nur Wirkungen bei 2 > ¢ hervorrufen kénnen (ist = die
Zeitvariable, so ist die Bezeichnung ,kausal“ unmittelbar einsichtig).

2.5.3 Die Berechnung von G(z, ) mittels Fouriertransformation

Diese Methode ist besonders dann vorteilhaft, wenn das Problem vermuten l48t, dafl es sich um
eine kausale GF handeln wird.

Beispiel
Lose

_dQG(x,xo)

e 5(x —x9), G(0,29) =0, G'(0,z9) =0. (2.57)

Wegen GIl. (1.12), Gl. (1.23) erhilt man fiir die Fourier-Transformierte G (f, z¢) und deren Riick-
transformation G(z,zg):

47T2f2GF(f7 1'0) = e—27‘rjfw0’
Gr(f,m) = SR (2.58)
Gla,wg) = [17 ewlpbrllyy,

Diese naiv ermittelte Losung ist sinnlos: Nach Gl. (1.33) und Gl. (1.34) kann man nach G nicht
auflésen, ohne eine Vorschrift anzugeben, wie an der Stelle f = 0 zu verfahren ist. Wenn man
dennoch so vorgeht, erhilt man ein uneigentliches Integral, welches sinnlos ist. Im Vertrauen auf
die Existenz einer sinnvollen Lésung von Gl. (2.57) kann man versuchen, das uneigentliche Integral
Gl. (2.58) durch geeignete Interpretation des Integrationsweges zu regularisieren, d.h. zu einem
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eigentlichen Integral zu machen (wie man ohne Probieren eine Losung findet, wird im niichsten
Abschnitt gezeigt). Der Integrand zeigt in der Umgebung von f = 0 folgendes Verhalten:

exp2mjf(x —x)] 1 n jlx —xp) B (x — x0)?
472 f2 T 4m2f2? 2r f 2

... (2.59)

Abb. (2.1) zeigt in einer komplexen f-Ebene den gewihlten Integrationsweg C (die ,richtige®
Wahl, das heifit jene, die zu einer Funktion G(x,xq) fiihrt, welche die Randbedingungen erfiillt,
wird sich nachtriiglich bestétigen). Der Integrand hat bei f = 0 einen Pol 2. Ordnung und einen Pol

f-Ebene

' P

Abbildung 2.1: Zur gewiinschten kausalen Greenschen Funktion fithrender Integrationsweg C fiir
das Integral Gl. (2.58) in der komplexen f-Ebene

1. Ordnung mit dem Residuum j(x — x¢)/(27). Der Integrationsweg ist so zu legen, dafl G(z, xo)
die richtigen RB erfiillt: Man kann Gl. (2.58) als Hauptwertintegral, als Integral oberhalb des Pols
oder unterhalb des Pols interpretieren. Zum Ziel fiihrt die Interpretation

1 e27rjf(;c—ac0)
C

Beweis der Behauptung: Fiir  — ¢y < 0 kann man durch Schlieflen des Integrationsweges iiber
die untere Halbebene sofort angeben, daf§ das Umlaufintegral verschwindet (es wird ja kein Pol
1. Ordnung umschlossen). Da das Integral iiber den unendlich grofien Halbkreis in der unteren
Halbebene verschwindet (fiir S(f) < 0, z — 29 < 0, |f| — oo verschwindet der Integrand wie
exp(—|f])/|f|?), verschwindet auch das Integral iiber die in Abb. (2.1) gezeigte Kurve C. Daher
ist

G(z,z0) =0 fir z—x0<0, (2.61)

und erfiillt somit die RB G(0, z9) = 0, G'(0, zg) = 0. Fiir x—x( > 0 kann man Gl. (2.60) berechnen,
indem man den Integrationsweg iiber die obere Halbebene schliet, da fiir  — 29 > 0, S(f) > 0
der Integrand in der oberen Halbebene wie exp(—|f|)/|f|? verschwindet. Dann ist

j{ = 27j ZReSiduen = QWj% =x9—z=G(x,x09), = —1x0>0. (2.62)

Damit ist G gefunden. Das Ergebnis wurde schon in Gl. (2.56) berechnet.

2.5.4 G(z,x) fiir Differentialgleichungen erster Ordnung

Das Verfahren mit der GF 148t sich sinngemé&fl auf lineare Differentialgleichungen anderer als
2. Ordnung iibertragen. Dies wird anhand eines speziellen Falls einer Differentialgleichung 1. Ord-
nung diskutiert.

Zu 16sen sei (es kann natiirlich blof eine einzige RB gestellt werden)

Lw(x) = T + jkow =0, w(zy) =wy #0, 1 <z < zo. (2.63)
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Die Losung ist nach Gl. (2.42)

w(z) = — K[G(z,x0), w(xo)]|20Z2> . (2.64)

To=T1
Die GF geniigt der Differentialgleichung
dG(z, x0)

dx

Die homogene Gleichung Gl. (2.65) hat Losungen exp(—jkoz), die RB bei 27 ist daher nur fiir eine
multiplikative Konstante zu erfiillen, die fiir 1 < & < xg den Wert Null hat:

+ jkoG(z,x0) = 6(x — o), G(x1,20) =0. (2.65)

_ 0 1 < x < xp,
Gz, o) = { cexp(—jkox) o <z < To. (2.66)

Man sieht, dafl nun die GF selbst unstetig ist. Die Grofle des Sprunges erhilt man, indem man
Gl. (2.65) iiber eine e-Umgebung von xq integriert.

gig%){G(x,xo)\x:moﬁ — G(z,z0)|$:w0_5} =1 = ce koo, (2.67)
Dabher ist die GF:

. 0 1 <z < x0,
Gz, z0) = { exp[—jko(x — zg)] o <z < To. (2.68)

Fiir das Konjunkt kann jetzt nicht Gl.(2.24) verwendet werden. Man geht auf die allgemeine
Definition Gl. (2.25) mit r = 1 zuriick:

/U*Ludx = /U* (;; —l—jk‘o) udr = /v*du—i—/jkzov*udm

1 xr1 1 T1
T2 d " xr2 Z2 d %
= v*uﬁf — /u dvx dz + /jkov*udx = /u { (dx jk()) U} dx + U*u|§?
1 1 Tl
2
= /u {LT’U}* dr + K(v*,u)[3?. (2.69)

T1

Daraus kann man LT ablesen, ferner den zu £ (gegeben durch u(z1) = 0) adjungierten Operator-
bereich LT (gegeben durch v(z2) = 0). Es ist

Lt = _di —jko, K(v*,u)=v"u. (2.70)
T

Damit wird die gesuchte Losung Gl. (2.64):

w(z) = = G(&, x0)w(x0)[4g—s = —C(w, x2)w(w2) + G(, 21)w(w1)
= Gz, z)w(z)) = wie k@2 g s gy (2.71)

Bei einer in positive z-Richtung laufenden Welle (eine solche beschreibt fiir die in der Elektro-
technik gebrauchliche Zeitabhingigkeit exp(jwt) die Gl. (2.63)) kann aus einer Angabe bei x = x;
eine Fortpflanzung nur in Richtung « > z erfolgen. Wie sich aber w(z1) nach x > 1 fortpflanzt,
beschreibt Gl. (2.71); die kausale GF

exp[—jko(x — x T > X,
G(a:,xo):{ pl=J %( o)l x<x8

nennt man daher auch einen ,Propagator®, welcher angibt, wie eine Ursache bei zy an Stellen
x > xo Wirkungen hervorruft.
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Die GF soll noch mit Hilfe der Fourier-Transformation gefunden werden. Wenn man Gl. (2.65)
transformiert (siehe die nach Gl. (1.13) stehende Bemerkung), so erhélt man:

—j(k = ko)Gr(k, zo) = /™. (2.72)

Wenn man aus Gl. (2.72) wieder G (k, zg) ,,naiv® berechnet (durch (k — ko) dividiert), so erhélt
man fiir G(z, () wieder ein uneigentliches Integral, dessen Integrand an der Stelle k = k¢ einen
Pol erster Ordnung besitzt:

+0o0 +oo
_ipg dk 1 expljk(zo — )]
= Jhx 22 _ _
G(z, o) / Gr(k,xo)e 5 5 — dk. (2.73)

Auch hier kann das Integral durch eine geeignete Interpretation des Integrationsweges regularisiert
werden und zu einer GF fiihren, welche die geforderte Randbedingung erfiillt. Der Integrationsweg

k-Ebene
i /.\_._>
S ¢

Abbildung 2.2: Integrationsweg C fiir das Integral Gl. (2.73), der zur richtigen Greenschen Funktion
fithrt

ist in Abb. (2.2) gezeichnet. Fiir 2o — x > 0 schliefit man den Integrationsweg im Unendlichen der
oberen Halbebene (dort verschwindet der Integrand). Da auch das Umlaufintegral den Wert Null
besitzt, gilt G(z,z¢) = 0 fir < xo. Weil G(x1,x0) = 0 sein mufl (z1 ist der Anfang des Intervalls,
in dem die Losung gesucht wird), mufl auch G(z,z0) = 0 in 27 < x < ¢ sein, d. h. fir z < zo:
Mit dem gewdhlten Integrationsweg C wird die Randbedingung erfiillt.

Fir £ > xg, d.h. zp — z < 0 schliefit man den Integrationsweg im Unendlichen der unteren
Halbebene; dort verschwindet der Integrand und damit wird das gesuchte Integral gleich dem
Umlaufintegral. Mit Hilfe des Residuensatzes folgt:

1
j{ = —27rjz Residuen = —2mj [—Q,ejk"(xo_x)}
mJ
—  eiko(mo—z) _ G(.’L’, m0)7 T > Tp. (274)

Damit ist der Propagator gefunden.
Die richtige Losung kann natiirlich auch ohne ,,Probieren“ gefunden werden. Geméfl Gl. (1.33),
Gl. (1.34) ist die richtige Auflésung von Gl. (2.72)

Gﬂhaﬂ=ﬁ““P< )+ﬁ““@%—k@. (2.75)

k— ko

Die willkiirliche Konstante ¢ muf3 so bestimmt werden, daf§ die Greensche Funktion

+oo
o dk
G(z,z9) = /Gp(k,xo)e_”x—ﬂ_
—o0
- +OO 1 .
_ J jk(zo—2) JC jko(zo—z)
= P JEEO=T) J 2.76
27 (kko)e +27r€ ( )
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die Randbedingung erfiillt. Es 148t sich zeigen, dafl dieser Ausdruck folgendermafien umgeformt
werden kann:
, . 1 ic
G(z,20) = elko(@o—2) —isgn(xo —z)+ ;—ﬂ_ . (2.77)

Fiir die Randbedingung G(x1,29) = 0 ist aber wegen z; < x < zp und somit z < zo der
Funktionswert sgn(zo — ) = 1, und somit folgt aus Gl. (2.77)

jc 1
— = 2.78
21 2 ( )
Die Greensche Funktion lautet somit
. 1 1
G(x, ) = e/Fo(@o—2) 3~ isgn(xo —x)| . (2.79)

Dieses Ergebnis ist mit Gl. (2.74) identisch. Es besteht somit kein Bedarf, uneigentliche Integrale
zu regularisieren, wenn bei der Berechnung von G (k, 2¢) korrekt verfahren wird, siche Gl. (2.75).
Das Integral in Gl. (2.76) wird folgendermafien berechnet:

1. Man substituiert die neue Variable v = k — k.
2. Man verwendet die Definition des Hauptwerts Gl. (1.29).
3. Man schreibt statt sin[v(zg — )] den Ausdruck sin[v|zo — z|]sgn(zo — z).

4. Man substituiert u = v|zg — z|.

5. Das Integral [, sinzdz/x hat den Wert /2.
Man erhélt:
. T 1 3 +oo 1
J jk(zo—1) _J jko(zo—1) / jv(zo—1)
= | P JRE=E) e = =—¢d pP(-= d
27 (k — ko) ¢ 2778 v € v
_ L kotwo—a) [ SIR0G0 — )]
T e—0 v
€
1 iko(zo—) . sinu
= ——e/M@™Wgon (g — ) lim du
T e—0 u
elzo—z|
1 s 1
= etk Dgon (2 — 1) / S du = e sgn(ag — )
us U 2
0

Damit ist Gl. (2.78) bewiesen.
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Kapitel 3

Eigenfunktionen

3.1 Entwicklung nach Eigenfunktionen

Gegeben seien die Operatoren L (L, £ zu homogenen RB) und L' (L, £). In den Gleichungen

Llug) = Alug),

L) = wlw), (3.1)

bezeichnet man die abstrakten Vektoren |ug), |v;) als Eigenkets der Operatoren L, L', und die im
allgemeinen komplexen Zahlen A\, p; als die zugehorigen Eigenwerte.
Fiir jede Operatorfunktion, die in eine Potenzreihe entwickelbar ist

J(L) =3 L', B(LN) = bi(L'), (3:2)

beweist man durch wiederholte Anwendung von L bzw. LT auf GI. (3.1) die Bezichungen

fD)ug) = f)|u),
WL = h(w)|w).

Die Funktionen (z|u) = ug(z), (z|v;) = vi(x) heiBen Eigenfunktionen von L (aus dem Operator-
bereich £) bzw. von LT (aus dem Bereich £T). Aus GI. (3.1) erhilt man

(ui|Llur) = Ap(viug),
(up| LT o) = pu(uglor),

(3.3)

} und wegen (v;|L|ug) = <uk|LT\vl)*

folgt daraus die Beziehung
()\k — ,ul*)<v1|uk> =0. (3.4)

Wenn (ug|v;) # 0 ist (dann konnen die Vektoren immer so normiert werden, daf ihr inneres Pro-
dukt den Wert Eins annimmt), dann mufl A, = p sein. Bezeichnet man diese Eigenwerte mit
demselben Index, so sieht man: Es gibt jeweils Eigenkets |u) von L zum Eigenwert Az und Ei-
genkets |v) von L' zum Eigenwert py, = M. Die Menge der Eigenwerte heifit Eigenwertspektrum.

Ist aber | # k, also Ay # pf, so muB (v;|ug) = 0 sein: Die Eigenvektoren |ug) von L und |v;)
von L' sind orthogonal fiir [ # k.

Die Indizes [, k konnen diskrete Werte annehmen; dann gibt es eine abzdhlbare Menge von
diskreten Eigenwerten Ay, p; und Eigenfunktionen uy(z), v;(z). Die Indizes kénnen aber auch kon-
tinuierlich aus einem Wertebereich kommen; dann schreibt man fiir die nicht abzdhlbare Menge
der Eigenwerte auch A(k), p(!) und fiir die Eigenfunktionen w(k, ), v(l, ). Die Orthogonalitéits-
relationen schreibt man allgemein

Ok I,k diskret,

(vilu) = (1, k) = { 51— k) I,k kontinuierlich. (3:5)
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Die zum kontinuierlichen Spektrum gehérenden Kets (sogenannte Dirac-Kets) sind nicht auf Eins
normierbar. Gl. (3.5) in anderer Schreibweise:

Jilz)r(z)de(zlue) = [} (z ( )dz = i,
J{v|@)r(z)de(z|ug) = [v*( l x)u(k, z)r(x)de = 6(1 — k).

Jeder Ket des Raumes kann nach den diskreten und/oder kontinuierlichen Eigenkets von L oder
L' entwickelt werden, z. B.

=Y luac + [ lua(k)dk = immwdk,

®)

k
)= _lv)Bi+ [ lopB(D)dl = )| |v)B(l)dl
¥ zz: 1)P1 / I 2; 1

Die Entwicklungskoeffizienten «y, 5; erhélt man mittels der Orthogonalitéitsrelation Gl. (3.5), z. B.

(3.6)

(3.7)

(i) = %(vzluwa(k)dk = i‘w’ k)a(k)dk = { o) | kontimmicrlich. (3:8)

Analoge Ausdriicke erhélt man, wenn man die zweite Gleichung in Gl. (3.7) von links mit (uy|
multipliziert. Setzt man die Entwicklungskoeffizienten von Gl. (3.8) in Gl. (3.7) ein, so folgt

o) = 3 ) ule) + / |uk>dk<vk|so>=¥|uk>dk<vk|so>,
k

o) = Y (ol + [ foditule) = S lodiule),

QD ; l lsﬁ / l lsﬁ i l 1P

ke = fraterne o = { {EDIDEUN i, 59

Analoge Ausdriicke ergeben sich fiir (u;|p). Durch Vergleich der linken und rechten Seiten in
Gl. (3.9) erhilt man eine Bezichung fiir den Einheitsoperator, die sogenannte Vollstédndigkeitsre-
lation:

|uk>dk vk| Z \uk ’Uk| +/|uk dk‘ ’Uk| =1,

zh}l dl ul| —Zh)l ul|+/|vl dl ul| =1.

Bildet man von Gl. (3.10) die Matrixelemente (x|I|z’), so erhélt man (siehe Gl. (2.14) und die nach

Gl. (2.14) folgende Bemerkung)
d(x—2a') oz —a)

r(x) r(z')

- iu(k,x)v*(kw’)dk = Zuk(x)v,’g(x’) + /u(k,x)v*(k,x’)dk
k
zv(lﬁr)u*(l, 2')dl = Zvl(x)u}"(x’) + /v(l@)u*(l, z')dl. (3.11)

l l

Gl. (3.11) sagt dasselbe wie Gl. (3.9): Jede Funktion 148t sich entwickeln, wenn man den Einheits-
operator (die Delta-Funktion) nach Eigenkets (Eigenfunktionen) entwickelt hat; z. B. :

= /5(JU —2"p(z")da'

uk(z) [ vp(@ oz )r(x)da' + | dku(k,z) | v*(k,2")p(a")r(z")dz’. (3.12)
it [ [

(3.10)
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Bemerkung: Die Eigenfunktionen berechnet man aus Griinden der Einfachheit zu homogenen RB,
z. B. fiir ug(x) = 0 bei = 0, z = 1. Die Entwicklung einer Funktion ¢(x) nach Gl. (3.12), welche
die Randwerte p(z) # 0 bei # = 0, z = 1 besitzt, kann dann aber offenbar nicht die richtigen
Randwerte liefern, weil Gl.(3.12) bei z = 0, x = 1 immer den Wert Null gibt. Es zeigt sich
aber — siehe folgendes Beispiel 2 — daf} die richtigen Randwerte erreicht werden, wenn man sich
den Grenzen aus dem Inneren des Intervalls annéhert (s. Abschn. (1.3.2) bei der Besprechung der
Eigenschaften der dort verwendeten Funktion v(z)).

3.1.1 Speziell fiir Hermitesche Operatoren geltende Beziehungen

Wenn L = LT gilt (d.h. L = LT, £ = LT, fiir den Operatorbereich werden z. B. homogene RB
1., 2. oder 3. Art vorgegeben), dann ist |ux) = |vg), und die Eigenwerte A\, = py sind reell, weil
Llug) = Mg|ug) = LT |uy), und somit ist der Ausdruck

(up|Llur) = Ne(up|ue) = (ue|LTug) = (up| LT g )*

reell. In diesem Fall lauten die Orthogonalitéts- und die Vollstédndigkeitsrelation

Ordnet man die Eigenwerte nach der Gréfie, so geben grofiere Eigenwerte eine grofiere Anderungs-
geschwindigkeit der Eigenfunktion: Bei gegebenen RB haben hohere Eigenfunktionen eine gréfiere
Anzahl von Nullstellen in dem Intervall, in dem sie definiert sind. Dieser Umstand kann zur Nihe-
rungsbestimmung eines Eigenwertes verwendet werden: In L|ug) = Ag|uy) sei der Eigenvektor |uy)
nicht bekannt. Nimmt man als Schétzvektor den Ndherungsvektor |¢) = |ug) + €|g), so berechnet
man leicht, daf

(¢|L|g)
(ple)

Will man z.B. A2, so nimmt man statt der unbekannten Funktion ws(x) irgendeine Funktion
o(z), welche die RB erfiillt und innerhalb des Intervalls zwei Nullstellen besitzt, und erhilt aus
Gl. (3.14) einen Ndherungswert fiir A2, der desto besser ist, je besser die geschétzte Funktion ¢(x)
die Eigenfunktion us(z) annéhert.

=\ + O(e?). (3.14)

3.1.2 Beispiel fiir Eigenfunktionen
Gegeben sei
L: L=-d*/dz* L: u(0)=0, 4 (0)=u(l). (3.15)

Fiir den adjungierten Operator folgt aus Gl. (2.27) sofort LT = —d?/dx?, fiir den adjungierten
Operatorbereich erhilt man aus Gl. (2.24), Gl. (2.25)

K@ u)ly = u(L)o™(1) = o"(1)u'(1) = u(0)v"(0) + v*(0)u'(0)
= W/ (0)0"(1) — o™ (1)a/ (1) + v (0)u'(0)

= W/ (0)[v"(0) + v (1)] — /(1o (1) =0,

d.h.

LY. LT =—d?/dz% LT: v*(1)=0, v*(1) = —v*(0). (3.16)

Man erhilt fiir den Operator L:

u’ +Au=0 Differentialgleichung,
u(z) = C'sin(zv/\) Losung fiir u(0) = 0, (3.17)
VA = sinvA Eigenwertgleichung fiir «’(0) = u(1).
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Eigenfunktionen sind alle Funktionen sin(z+v/\) mit A aus GL (3.17). Man muf8 immer priifen, ob
A = 0 tatséchlich ein Eigenwert ist: Das ist nur dann der Fall, wenn fiir A = 0 eine nichttriviale
Eigenfunktion zu den vorgegebenen RB existiert. Hier: Ag = 0 ist eine Losung von Gl. (3.17). Die
Eigenfunktion miifite der Differentialgleichung uj = 0 geniigen, d.h. ug(z) = a + bzx. up(0) =0
verlangt a = 0, d. h. up(x) = bx; u'(0) = u(1) fithrt auf b = b, d. h. ug(z) = bz ist eine nichttriviale
Eigenfunktion, A\g = 0 ein Eigenwert. Man w&hlt z.B. b =1, d. h.

uo(z) =z, Ao = 0. (3.18)

Fiir die anderen Eigenwerte (EW) setzt man A = k% bzw. A = —k? (k reell). Damit priift man, ob
positive und negative reelle Eigenwerte existieren. k = sin k hat nur die Losung k = 0; k£ = sinh k
hat ebenfalls nur die Losung k& = 0: A\g = 0 ist daher der einzige relle EW, alle anderen sind
komplex. Man setzt:

VA =0k + Bk, u(x) = sinfz(or + jBk)], (3.19)
und erhélt aus der Eigenwertgleichung Gl. (3.17)
o, = sin oy, cosh [y, B, = cos ay, sinh By (3.20)

GI. (3.20) ist numerisch zu lsen. Fiir den adjungierten Operator LT erhilt man:

v+ pv =0 Differentialgleichung,
v(z) = Csin[(1 — z)/n] Losung fiir v*(1) = 0, (3.21)
(V)" = sin(y/m)* Eigenwertgleichung fiir v*(0) = —v"*(1).

Dabei wurde die Beziehung
[sin(a + jb))* = sin[(a + jb)"]

verwendet. Durch Vergleich mit Gl.(3.17) sieht man, daf8 die Eigenwertgleichungen fiir v/A und
(v/)* identisch sind. Daher gilt:

vo(7) -, Mo = Ao =

ve(w) = sin[(1—@)(ar =B, (V)" = VA = ak + jBi. (3.22)

ﬂp

fol(l — z)zdr = ¢,
Jo sinl(1 — @) (aq + j )] sinfz (o, + jBr))dx (3.23)
= 31— cos(ar + jfBk)] 0k

SEKRESIRN
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Man setzt daher jetzt als neue, normierte Eigenfunktionen:

u(z) = z, vo(z) = 6(1—ux),
sifr(og + 500, wla) = oo snl(1 - 2)(ax — 18]

ug ()

Fiir die Entwicklung einer Funktion ¢(x) z. B. nach den Funktionen uy(z) erhélt man aus Gl. (3.9):

o(x) = uo(x){volp) + D oply ur(){vkle),
(o) = [y v(@)p(x)dz = [ 6(1 — x)p(x)dz, (3.24)
(wle) = fy vi(@)e(@)de = [y 2R atdfll o ) dy.
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3.1.3 Beispiel zur Entwicklung nach Eigenfunktionen

L: L=-—d?/dz?, L: u(0)=0, u(r) =0,

—rt
L' L=-d/dz®, LF: v(0)=0, u(w)o,} d-h. L=L" (3.25)

Die Gleichungen u” + Au = 0 und v"” + Av = 0 haben fiir A = 0 keine nichttriviale Lésung zu den
gegebenen RB, ergo ist A = 0 kein Eigenwert. Losungen fiir A # 0, die u(0) = v(0) = 0 erfiillen,
sind Funktionen sin(zv/)). Die zweite RB erfiillen jene, fiir die 7v/X = km, k = 1,2,3, ... gilt. Die
normierten Eigenfunktionen sind

2
up(x) = [sin(kx), E=1,2,3,..., M\ =k (3.26)
7r
Nach Gl. (3.11) gilt
§(x — ) i g sin(kz) sin(kz'). (3.27)
=1

Nach diesen Eigenfunktionen soll folgende Funktion entwickelt werden:
1
o(z) = 5(# —xz) 0<z<m, dh ¢0)=mr/2 p(r)=0. (3.28)

Aus GL. (3.27), Gl. (3.28) folgt

o0 2 1 oo .
o(x) = /6(m — 2" )p(x')dx' = Z —s sin(kx) /5 7 —2')sin(kz') Z sin(k . (3.29)
. k=1 A k=1
Offensichtlich erhdlt man in Gl (3.29), wenn man =z = 0, x = 7 setzt, die Funktionswerte

©(0) = p(r) = 0, im Gegensatz zu Gl. (3.28)! Die Reihenentwicklung Gl. (3.29) zeigt eine un-
gerade Funktion; setzt man sie in den Bereich x < 0 fort, so erhilt man eine unstetige Funk-

tion, die nach Fourier entwickelt wird. Die Reihe nimmt an der Unstetigkeitsstelle den Wert
[©(04) + ©(0—)]/2 = 0 an. Die Funktion ¢(x) ist in Abb. (3.1) dargestellt. Die Reihe Gl. (3.29)

SN '
--1/2

Abbildung 3.1: Darstellung der Funktion ¢(x) von Gl. (3.28), welche fiir Werte z < 0 gemif} der
Reihe von Gl. (3.29) als ungerade Funktion fortgesetzt wurde

nimmt den richtigen Grenzwert an, wenn man sich dem Wert £ = 0 vom Inneren des Intervalls
néhert.
Beweis dieser Behauptung: Die Funktion

7 cos(m()

10 = "5

(3.30)
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der komplexen Variablen ¢ hat bei { =k = 0,+1,42,... Pole erster Ordnung mit dem Residuum
1, da

lim mwcos(m() lim 7 cos(m()
¢(—k sin(m¢)  ¢—ksin[(¢ — k)7 + k7
~ lim m cos(m()
~ ¢>ksin[(¢ — k)7] cos(km) + cos[(¢ — k)] sin(km)
. m L s
- gllg}c sin[(¢ — k)7r] ghg}c (C—k)ym—F(C—k)Pmd+ ...
. 1 1 . 1
= lim = lim

=k (—k1-0[((—k)? (=kC—k
Damit gilt aber:
sin(kz) 1 7 cos(m() sin(Cx)
~ k2w ) sin(n() ¢
= C

p(z) = dg. (3.31)

Der Integrationsweg in der komplexen (-Ebene ist in Abb. (3.2) eingezeichnet: Er umfafit im Ge-
genuhrzeigersinn alle Pole bei den Werten ( =1,2,3....

c-Ebene

Abbildung 3.2: Integrationsweg fiir das Integral von GI. (3.31) in der komplexen (-Ebene

In komplexen Integralen sind Produkte von Winkelfunktionen unangenehm. Addiert man zu
Gl. (3.31) auf der rechten Seite das Integral

1 [ wsin(m() cos(Cx)
27rjc sin(7() ¢

d¢ =0,

so hat man ein Integral hinzugefiigt, dessen Integrand innerhalb der Kurve C keinen Pol erster
Ordnung besitzt, und welches infolgedessen den Wert Null hat. Damit erhilt man fiir p(z) folgende
Darstellung:

 ~sin(kz) 1 mwsin[¢(z — )]
ple) = ,; K 2 Csin(re) 0C
= ¢

1

(3.32)

Im Integral Gl.(3.32) kann man ¢ durch (—() ersetzen, ohne daf§ sich der Wert des Integrals
dadurch #ndert. Daher konnte man den in Abb. (3.2) gezeigten Integrationsweg C durch den
Integrationsweg C; ersetzen, der in Abb. (3.3) dargestellt ist. Abb. (3.4) zeigt einen geschlossenen,
im Uhrzeigersinn durchlaufenen Integrationsweg Cs. Integriert man den Integranden von Gl. (3.32)
iiber diesen Weg, so verschwindet das Integral, weil der Integrand innerhalb des von Cs berandeten
Bereichs keinen Pol erster Ordnung besitzt. Mit der Bezeichnung der Punkte gemifi Abb. (3.4)
kann man schreiben (als Integrand ist der von Gl. (3.32) einzusetzen, das Umlaufintegral wird in
der oberen Halbebene lings eines Halbkreises mit dem Radius R = |{| — oo geschlossen)
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-5-4-3-2-101 23 4 5

Abbildung 3.3: Der Integrationsweg lings der nicht geschlossenen Kurve C; ersetzt den Integrati-
onsweg C von Abb. (3.2), siche das Integral von GI. (3.32)

EDBA

Abbildung 3.4: Das Umlaufintegral lings Cs verschwindet; es enthilt als Bestandteil das Integral
langs des in Abb. (3.3) gezeigten Weges C;

Weil der Integrand ldngs der reellen Achse eine ungerade Funktion ist, gilt

B E
[+[-0
A D

Damit erhilt man fiir das gesuchte Integral lings C; von GI. (3.32):

/:_7_j. (3.33)
Cq B F

Zuerst wird der Wert des Integrals iiber einen Halbkreis mit dem Radius € — 0 oberhalb des Pols
bei ( = 0 berechnet: Wie nachstehend gezeigt wird, liefert dieses Integral von B nach D, siehe
auch Abb. (3.4), den Wert jm(m — x):

D ™ ,
_/ — lim / msinfee?? (x — W)]jeej*"dgo
B

=0 gel¥ sin(mweel?)

gel?(x —m) — ...

= —lim [ j7 -
e—0 meelP — ...
0

dp

s

-7 /(a: —m)dp = —jr(x — m). (3.34)
0

Von dem Integral, welches sich vom Punkt F zum Punkt G ldngs des Halbkreises im Unendli-
chen erstreckt, siehe Abb. (3.4), 148t sich zeigen, daB es fiir einen bestimmten Wertebereich des

39



Parameters x verschwindet. Das Integral von Gl. (3.32) wird dazu elementar umgeformt:

G
/ sin[¢(z — m)]d¢
¢sin(m()

/G eHe=m) _ g=iC(e=m) 4

ejﬂ'( —e —jm¢ ?
y: iz e i ¢z =2m) g
e x 67 X—4T
_ /C | Cee (3.35)
F

Das erste Integral verschwindet lings des Integrationsweges fiir || — oo, wenn x > 0 gilt; das
zweite Integral verschwindet ldngs dieses Integrationsweges, wenn = — 27 < 0 ist. Diese beiden
Bedingungen sind somit im Intervall 0 < x < 27 gleichzeitig erfiillt. Aus Gl. (3.32) folgt somit
unter Verwendung der Aussagen von Gl. (3.33)-Gl. (3.35) das Ergebnis

pla) =" sinkz) _ %(n —1), 0<az<2m (3.36)

Wenn man eine Funktion mit inhomogenen Randwerten nach Eigenfunktionen entwickelt, welche
homogenen Randwerten geniigen, werden die Randwerte nicht richtig wiedergegeben (hier im
Beispiel erhélt man durch formales Einsetzen von z = 0 in Gl. (3.36) einmal den Randwert null,
einmal den Randwert 7/2). Wie aber aus der Rechnung folgt, werden die richtigen Randwerte
asymptotisch erreicht, wenn man sich aus dem Inneren des Bereichs an den Rand annéhert (der
Grenzwert der Summe in Gl. (3.36) nimmt den Wert 7/2 an, wenn man von = > 0 gegen die Stelle
x =0 geht).

3.2 Die Spektraldarstellung von Operatorfunktionen

Gegeben seien L, L', sowie deren Eigenfunktionen und Eigenwerte, und damit die Orthogonalitéts-
relationen Gl. (3.5) und die Vollsténdigkeitsrelationen Gl. (3.10). Damit kann die Frage beantwortet
werden, wie eine Operatorfunktion f(L) oder f(L') auf einen beliebigen Vektor |g) des Raums
wirkt. Mit GI. (3.10) folgt

) = iu ik(oelg) = Y Jor)di(ulg),
g k k|9 Z; 1 119
(L)) ¥f<L>|uk>dk<vk|g> =¥uk>f<xk>dk<vk|g>7 (3.37)
F@Og) = Sr@hiditule) = Sl (u)ditulg).
g Z; 1 19 Z 1 i 19

l

Bildet man von Gl. (3.37) die Bracket mit (x| und beachtet die Schreibweise Gl. (1.94), Gl. (2.14),
Gl. (2.18), so folgt z. B. fiir ein diskretes Eigenwertspektrum

fDg) = Y un@)fOw) / ot (20)g (o) (x0)dao,
k
FINg@) = S @) fn) / uf (20)g o) (o) do.

l

(3.38)
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Durch Vergleich der linken und rechten Seiten in Gl. (3.37) ergibt sich die sogenannte Spektraldar-
stellung der Operatorfunktionen f(L), f(L):

fL) = ¥uk>f<mdk<vk|,
fLh = i\mﬂmdum.

l

(3.39)

Diese Beziehungen wurden mittels Gl. (3.2), Gl. (3.3) abgeleitet, d. h. fiir Falle, in denen die Ope-
ratorfunktion in eine Potenzreihe entwickelt werden kann. Man kann nun Gl. (3.39) von rechts
nach links lesen, und fiir beliebige Funktionen f(\g), f(u;) (die auch verallgemeinerte Funktionen
sein konnen) eine Operatorfunktion definieren, z. B.

/ k)6 (Ay — N)dk{vg| = (Definition) = d(L — \I). (3.40)

Schreibt man in Gl. (3.38) g(z) = [ 6(z — z0)g(wo)dxo, so erhdlt man durch Vergleich der rechten
und linken Seiten

FL)s(@ —z0) = Y uk(@)f\e)vii(o)r(zo),
k
FINS(@ —z0) = D wil@)f(m)uj (xo)r(xo).

l

(3.41)

Gl. (3.41) hétte man auch direkt aus Gl. (3.11) erhalten kénnen.

3.2.1 Inversion von Operatoren

Die Spektraldarstellung ist beim Aufsuchen von Umkehroperatoren niitzlich. Es sei das Problem

Lip) =|g) (3.42)

zu 16sen. Man 10st zunéchst die Probleme
Llug) = Xelug),  Llfo) = plw). (3.43)

Aus Gl. (3.39) ist der Umkehroperator zu L
fL)=L"'=G= i'uwik@k' . (3.44)
k

Der Umkehroperator existiert nur dann, wenn kein Eigenwert Ay = 0 vorhanden ist (gewisse
Probleme lassen sich nicht eindeutig umkehren: z.B. entsprechen einer Projektion auf die zy-
Ebene unendlich viele Vektoren im Raum). Mit Gl. (3.44) ist die Losung von Gl. (3.42)

_ |uk)dk(vk|g)

¥ = Clo o)
k
. (3.45)
_ ug(x)dk [ vi(zo)g(xo)r(xo)dzo
Gl. (3.44) ist eine Entwicklung von G(z, () nach Eigenfunktionen von L, L'
uy (x)dk vi(z
G(z,20) = (2|Glzo) = iw (3.46)

41



3.3 Grundgedanke der Storungsrechnung

Bekannt sei die Lésung von

Llug) = MJug), L=L', dh Ne=pn, |ug) = |vg). (3.47)
Gesucht sei die Losung von

Lj|w) =Blw), |w)=? B=? (3.48)

Man betrachtet L; als eine Stérung von L; in seiner Wirkung auf |w) ist L als erweiterter Operator
L, zu interpretieren (siche Gl.(2.30)):

Li=L +L. (3.49)
L, sei ein ,kleiner Operator. Aus Gl. (3.48), Gl. (3.49) folgt
(Le + Ly)|w) = Blw). (3.50)
Aus GI. (3.50) folgt mit der Vollstédndigkeitsrelation in der Form von Gl. (3.13)
Lyfw) = |uk) (ug| Ly [w) = (BL = L) w). (3.51)
k

Die Losung ist (man beachte Gl. (3.3))

CECSIRED JIINANES SIE S L (352)
k k k

Jetzt mufl man spezifizieren, welche der Losungen |w) von Gl. (3.48) man haben will: z. B. jene,
die bei Verschwinden der Stérung L; — 0 die Eigenschaft |w) — |u,), 8 — A, besitzt. Der Term
mit & = n wird aus der Summe herausgezogen, der Koeffizient von |u,) soll den Wert 1 haben:

w) = |u un|L |w +Z| uk|L |w>
Uk\L |w>
= |un + Z | )
k#n
B = An+ (up|Ly|w). (3.53)

Die Beziehungen in Gl. (3.53) werden iterativ gelost. Die (v + 1)-te Ndherung erhélt man, indem
man auf den rechten Seiten die v-te Naherung einsetzt. Als nullte Ndherung verwendet man

‘w0> = |un>7 /B(O) = An.
Damit folgt aus Gl. (3.53):

(ug|L w,, »
lwyt1) = |un) +Z| Ug) k' 1| > BUHD = X, + (up|L, |w,). (3.54)
k#n
Speziell fiir die erste Ndherung gilt
(ug| Ly |tun
) = )+ 3 BB 00—y ) (3.55)
k#n

Man beachte, daf die |ug) die normierten Eigenkets sind! Benétigt man fiir einen hermiteschen
Operator L = L einen Eigenwert A,,, ohne dal man die Eigenfunktionen berechnen will, so kann
man nach Gl. (3.14) einen Schitzwert finden mit

p) = |un) +€lg), (3.56)
{elLlp)
ol = X + O(?). (3.57)

Auch ,schlechte“ Kets |¢) liefern eine gute Niherung, da der Fehler von der Ordnung O(g?) ist.
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3.3.1 Beispiel zur Storungsrechnung

Gegeben sei die Losung des Eigenwertproblems des Operators
L: L=-d*de*=L", £=LT: w0)=u(l)=0.
Der Operator ist hermitesch. Die Eigenfunktionen lauten

up(z) = V2sin(zvAg) = V2sin(knz),

M= (k)2 k=1,2,3,... (3.58)
Gesucht wird die Losung des gestorten Problems fiir den Operator
L;: L=-d?/de* L;: w0)+aw' (0)=0, w(l)=0. (3.59)

Dabei ist @ < 1 vorausgesetzt. Im vorliegenden Fall konnte man die Losung von Gl. (3.59) auch
ohne Stérungsrechnung finden: Es sind die Funktionen w,,(z) ~ sin[(1 — z)v/B3,], die Eigenwer-
te geniigen der Gleichung sin+/B, = a+/Br cos/By,. Hier soll aber eine Niherungslosung durch
Anwenden von Gl. (3.55) gefunden werden.

Die Bedeutung von (uy|L;|w) kann aus Gl. (2.32) entnommen werden. Unter Verwendung der
Eigenfunktionen uy(x) aus Gl.(3.58) und der Randbedingungen fiir w(z) von Gl. (3.59) erhélt
man:

dialu) = K o) w2 = (wGE - iG]
= —kmvV2w(0) = krav2w' (0). (3.60)

Zum Einsetzen in Gl. (3.55) ist statt w(z) die Funktion w,(x) zu nehmen:

(ug|Ly|un) = krayv/2ul,(0) = 27%kna, (3.61)
<Un|L1|un> = 27r2n2a. .
Mit Gl. (3.61) folgt aus Gl. (3.55) das Ergebnis
> 2ank
wi) = [un) + Jur) 3 AW = n?72(1 + 2a). (3.62)
k=1

wi(x) erhilt man, indem man in Gl. (3.62) die Bracket mit dem Bra (x| bildet und die iibliche
Schreibweise wy(z) = (z|wi), un(z) = (x|un), uk(r) = (x|ur) verwendet.
3.3.2 Niherungen fiir Eigenwerte

Fiir den Operator
L: L=-d?/dz® L£: u0)=u(l)=0, L=L, (3.63)

ist der niedrigste Eigenwert zu suchen. Nach GI. (3.58) ist das der Wert A = 72, Es soll aber
Gl. (3.57) angewendet werden. Man nimmt eine Funktion ¢(x), welche ¢(0) = (1) = 0 erfiillt,
und im Intervall 0 < x < 1 (auBer an den Rindern zufolge der RB) keine Nullstelle hat, z. B.
o(x) =2(1 — ). Aus Gl (3.57) wird

1 4 T _d27‘§ dl' 1 z 0 "
e ) () dr poti—apir o
Jo le(@)[?dz ) 22(1 — x)2dz

Die Abschiitzung gibt den Wert 10 statt des korrekten Wertes 72 (der Fehler betrigt -1,32 %!).
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3.4 Beziehung zur Schrédingergleichung

Die Aufgabe

1d d
L = :h B, L=——1|p— .
u(x) = Au(x), L: homogene RB, - (pdx> +q (3.65)
heifit Sturm-Liouvillesches Problem. Man kann es auf die Form
d2
S GIIGEL (3.66)

bringen. Gl. (3.66) ist aus der Quantentheorie als Schrédingergleichung bekannt, iiber deren Nihe-
rungslosungen eine Fiille von Literatur existiert. Dabei wurde substituiert:

_y(@) B r 1 dyp
U(x)—w, 5/\/;1177 Qf{*/@ gz (3.67)

A ist ein Maf fiir die Gesamtenergie, Q(§) ein Maf fiir die potentielle Energie. Gl. (3.66) hat in
Gebieten, in denen sich ) prozentual wenig dndert und in denen A\— @) # 0 ist, die Ndherungslosun-
gen (sie gehen fiir £ — oo bzw. fiir £ — —oo gegen den Wert y(§) = 1, falls |Q(£)] im Unendlichen
verschwindet)

S
y(&) = {/ )\—/\Q(S) exp |=£j / VA=Q(2)dz| . (3.68)
Foo

Gl. (3.68) ist die sogenannte WKBJ-Losung (Wentzel, Kramers, Brillouin, Jeffreys). Man sieht,
daf fiir |£| — oo unter den oben erwiihnten Bedingungen asymptotische Losungen folgender Form
existieren:

y(&) = exp[£j¢VA. (3.69)
Ausgedriickt durch die urspriinglichen Gréfien lauten diese Losungen
u(@) = —— exp [ijﬁ/ \/?dx} (3.70)
= X — . .
VTP P
Anmerkung

Eine Differentialgleichung fiir Eigenfunktionen der Form Gl. (3.65) kann immer in eine édquivalente
Integralgleichung umgeformt werden, weil die Beziehung L|u) = A|lu) mit LG = I immer in
folgende Form gebracht werden kann:

b
lu) = AG|u), u(z) = A/G(m,xo)u(mo)r(mo)dxo. (3.71)

3.5 Die Greensche Funktion G)(z,x)

Wenn die Losungen der Eigenwertprobleme

Liug) = Ae|ug), L: L, £ (homogene RB), (3.72)
LT|UZ> = :U'l|vl>7 LT : LT, £T7 .
bekannt sind, kann die Greensche Funktion G (z, ), definiert durch
G, =(L- )1, d.h. (L-X)G, =1, (3.73)
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angegeben werden; mit dieser Greenschen Funktion kénnen Probleme der Art (L — \)|u) = |g)
geldst werden. Nach Gl. (3.39) gilt:

o -1 |’U,k dk‘ ’Uk| |’U,k Uk| \uk>dk<vk\
B B uk( Yoy (370) u(k, z)v*(k, zo) :
G,\(gc,sco)—<sc|Q)\|a:0>——; )\*];\k —/ N Ah) dk.

Die Funktion G (x, xg) erfiillt beziiglich = die Randbedingungen von £. Aus Gl. (3.74) sieht man:
Fiir A = 0 erhiilt man die iibliche Funktion G(x,zp). Aus G (z,xo) kann man aber Information
iiber die Losung der Eigenwertprobleme Gl. (3.72) erhalten, denn

1. Bei A = Mg hat G einen Pol erster Ordnung. Aus der Lage der Pole erster Ordnung von G
erhdlt man das diskrete Spektrum des Operators L (und damit wegen pg = A}, auch das von
L").

2. Die Residuen von G bei A = Ay haben den Wert —uy(x)v}(xo); daraus kann man die
Eigenfunktionen von L und LT ablesen.

3. Das kontinuierliche Spektrum A\ = A(k) (falls vorhanden) fiihrt zu einem Verzweigungsschnitt
von Gy. Ist L = LT, so sind die Eigenwerte reell und der Verzweigungsschnitt liegt auf der
reellen Achse der komplexen A-Ebene.

Wenn man G in der komplexen A-Ebene iiber ein Gebiet integriert, welches alle diskreten Pole
enthélt, so erhélt man aus Gl. (3.74) und mit der Vollsténdigkeitsrelation Gl. (3.10), Gl. (3.11)

27TJ fG/\d)\ = _Zk |Uk IUk‘ f|uk dk Uk|
o $Galmmo)dh = — 3 up(@)vf(xo) = [ ulk, z)v* (k,m())dk—“i@”;“ (3.75)
= [ulk,2)v* (k, wo)dk — 2&-20),

r(x) bzw. r(xo) steht wieder, je nachdem, ob bei Anwendung der Formel iiber x oder z integriert
wird. Hat man 6(z — x¢), so la8it sich wie in Gl. (3.12) wieder jede Funktion nach Eigenfunktionen
entwickeln. Zur Erlduterung werden zwei Beispiele durchgerechnet.

3.5.1 Beispiel zum diskreten Spektrum
Gegeben ist L = L' mit L = —d?/dz?, £: u(0) = u(1) = 0. Man ermittle die Eigenfunktionen und
die Eigenwerte aus der Funktion G. Aus GI. (3.73) folgt

d2
(de — )\) Ga(z,z0) = 6(x —xz0), GA(0,29) = Gr(1,20) =0, G, aus L. (3.76)

Aus Gl. (2.52) erhélt man mit

hy(z) = sin(zVX), hy(z) = sin[(1 — z)V/A]

K(hy, ho)l,_,, = (hahly — hib)|,_, = VAsinv/x
die GF G (z, )

sin(zv/A) sin[(1 — o)V A H (z¢ — x)
Vsin v/
+Sin(yvoxﬂ) sin[(1 — z)V N\ H (z — o)
VAsin VA ’

Ga(z,z9) =

0<z0<1. (3.77)
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Bei A = 0 ist kein Pol vorhanden, A = 0 ist daher kein EW. Es ist kein Verzweigungsschnitt
vorhanden, d.h. es existiert kein kontinuierliches Spektrum. Diskrete Pole liegen bei A = A\ =
k272 k=1,2,..., sie sind einfach.

Bildet man in der A-Ebene das Umlaufintegral iiber einen Kreis mit dem Radius R — oo,
so umfafit man alle Pole. Das Umlaufintegral hat den Wert 27j mal der Summe aller Residuen,
man muf} daher die Residuen an den Stellen \; = k%72 berechnen: Dazu werden in Gl. (3.77) die
Winkelfunktionen aufgespalten:

sin(zv/\) [sin v/ cos(zov/A) — cos VAsin(zovV N H (zo — )
Vsin VA
+sin(x0ﬁ) [sin v/ cos(zv/\) — cos vV Asin(zv )] H(z — xo)
Vsin VA .

Die beiden Terme, aus denen man sin v/ kiirzen kann, haben keinen Pol mehr; zur Beriicksichti-
gung bleiben die anderen beiden Terme, die von der Form aH (xo — x) + aH (x — z¢) = a sind:

sin(zv/A) sin(zov/\) cos VA
Vsin VA
3 sin(zv/\) sin(zoV/A) cos VA LA sin(zv/A) sin(xoVA) cos VA
Vsin[(V — kr) + k7] o Vsin(vV/A — k) cos(kn)
sin(kmx) sin(kmag) LA sin(kmz) sin(kra)
kmsin(v/A — k) o kr (VX — k)
sin(krx) sin(kmzo) (VA + kr 2sin(knx) sin(kmxg

Das Residuum bei A = k27?2 ist daher —2sin(knz) sin(kmzg). Aus Gl (3.75) folgt:

G

Gy = reguldrer Anteil —

= T1.A.

= in Polndhe ~ r.A. —

1 = .
"o ]{ Ga(z,20)d\ = ;25111(/4;773;) sin(kmrzg) = 6(x — x9), (3.78)
u(z) = v () = V2sin(krz). (3.79)

Da mit GI.(3.78) die Vollstindigkeitsrelation gegeben ist, kann jede Funktion im Intervall 0 <
2 < 1 nach den Funktionen ug(z) oder vy (x) entwickelt werden (von null verschiedene Randwerte
werden im Grenzwert bei Anndherung an =0, x = 1 aus dem Inneren des Intervalls erreicht).

3.5.2 Beispiel zum kontinuierlichen Spektrum

Gegeben ist
L=L' L=-d*/dz* L: wu(0)=0, /\u|2dx<M.
0
Aus GI. (3.73) folgt:

(—dd; — )\) G,\(I,%‘o) = (5(.%‘ — JIO), G,\(O,gjo) =0, G)\(oqu) = 0. (3.80)

Zum Einsetzen in Gl. (2.52) wihlt man

hi(z) = sin(zvV)\),
ha(a) = exp(javh),

hi(z) erfiillt die Randbedingung bei x = 0. Damit die Funktion ho(z) fiir z — oo die Randbedin-
gung erfiillt, muf v/\ einen positiven Imaginrteil besitzen. Das ist (¢ > 0 sei ein kleiner, positiver

K(h,h2)| = (hah — hihy)| =V (3.81)

T=x0 T=Tq
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Wert) dann der Fall, wenn ¢ < arg A < 27 — ¢ gilt: Die positive reelle Achse einer komplexen
A-Ebene ist dadurch ausgeschlossen. Die Greensche Funktion G ist somit

sin(zvA)ed*0VAH (2o — z) + sin(zoVA)ed*™V H (z — 2)

VA
ei@tzo)VA  gi(zo—z)VA ed(@=z0)VX

T, ST, Sl T

G besitzt keine diskreten Pole in der komplexen A-Ebene (A = 0 ist kein Pol), und somit hat
der Operator L = L' weder diskrete Eigenwerte noch diskrete Eigenfunktionen. Die Funktionen
Sin(x\/X) / VX sind nicht mehrdeutig (eine Reihenentwicklung enthélt nur ganzzahlige Potenzen
von A), wohl aber die Funktion exp(jzv/\).

Die Funktion w(\) = v/\ ist mehrdeutig. Setzt man A\ = Rexp(jp) (R konstant, ¢ variabel),
so erhélt man im Bereich

Ga(z,20) =

H(x — ). (3.82)

e<p<2r—e fir w(\) =VRe/?. . —VRe I/ (3.83)
aber fiir die identischen Werte von A\ im Bereich
Imte<q@<dm—e fir wy(\)=—VRe?. . VRe /2, (3.84)

Vermehrt man ¢ um weitere Vielfache von 27, so wiederholen sich die Funktionswerte fiir w(\) von
Gl. (3.83) bzw. Gl. (3.84). Es sind somit jedem Wert von A = Rexp(jp) zwei verschiedene Funkti-
onswerte wi (\), wa () zugeordnet: Man kann sie auf zwei getrennte Blétter der A-Ebene schreiben,
die man ldngs der positiven reellen Achse aufschneidet (Verzweigungsschnitt) und kreuzweise so
verbindet, wie dies in Abb. (3.5) gezeigt ist. Umkreist man den Punkt A = 0, so bewegt man sich

p=2m-¢ =€ Funktionswerte wl(k)
- N P i -l
positiv reelle XA-Achse
e e

@=4r-¢ p=21+¢€ Funktionswerte wz(x)

Abbildung 3.5: Die beiden Blédtter der komplexen A-Ebene, auf denen jeweils die Funktionswerte
von w = v/\ aufgetragen sind; fiir X ist A = Rexp(jp) gesetzt

fiir € < p < 27 — ¢ im ersten Blatt, welches mit den Funktionswerten wi (A) nach Gl. (3.83) belegt
ist, wechselt dann in das zweite, mit den Funktionswerten ws(A) gemifl Gl. (3.84) belegte Blatt;
nach einer nochmaligen Umkreisung des Ursprungs, 2m+¢ < ¢ < 41 — ¢ wechselt man in das erste
Blatt zuriick. Beim Berechnen von Umlaufintegralen ist darauf zu achten, dafl nicht irrtiimlich ein
Verzweigungsschnitt iibersprungen wird.

Eine axonometrische Darstellung der zur Funktion w = v/ gehérenden zweiblittrigen Rie-
mannschen Fliche zeigt Abb. (3.7) am Ende dieses Kapitels.

Im gegebenen Fall von Gy (z,x0) gemi Gl (3.82) war ¢ < argA < 2w — £ vorausgesetzt.
Ein Umlaufintegral iiber G, welches einen Verzweigungsschnitt 1ldngs der positiv reellen A-Achse
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besitzt, hat daher im ersten Blatt der A-Ebene zu verlaufen. Wegen GI.(3.75) und weil keine
diskreten Pole vorhanden sind, folgt

%j }{ (@, 20)dA = 0 = /u(k,x)v*(k,xo)dk: _ §(z — 20). (3.85)

Als Integrationsweg wihlt man den in Abb. (3.6) gezeigten, der entlang der Ufer des Verzweigungs-
schnittes verlduft und iiber den Kreisbogen im Unendlichen der A-Ebene geschlossen wird. Das

A-Ebene

=
——— C
KD

Abbildung 3.6: Integrationsweg fiir Gy von Gl. (3.85) in der komplexen A-Ebene. Er liegt im ersten
Blatt der A-Ebene mit € < arg A < 2m — ¢

Y

Integral der Funktion Gl.(3.82) iiber den Kreisbogen von B nach C verschwindet fiir |A| — oo,
€ <arg A < 2w — ¢, wenn die in den Exponenten vorkommenden Werte von x + xg, xg — x, T — xg
jeweils positiv sind. In den Anteilen, welche die H-Funktionen enthalten, ist das sicher der Fall;
der Punkt © = zyp = 0 sei zunéchst ausgeschlossen (da die Eigenfunktionen im Bereich =z > 0,
xo > 0 gesucht werden, ist x + 29 < 0 dann ebenfalls unmoglich). Ebenso verschwindet das Inte-
gral iiber den Halbkreis von D nach A fiir A = rexp(jg) mit r — 0, weil dann d\/vA — 0 gilt.
Aus GI. (3.85) bleibt

B D
0:/GA(IE,ﬂfo)d)\+/GA(ﬂC,.TQ)d)\. (3.86)
A C

Im ersten Integral ist A = R + jr, im zweiten Integral gilt A = R — jr mit 0 < R < oo, r > 0,
r — 0. Die Greensche Funktion nimmt dort folgende Werte an:

G\ (2, 20) = lim Gi(«,20)|\_p;,» R>0, oberes Ufer, (3.87)
r—r

G&_)(z,xo) — linb GA(%%)U:R—]‘N R >0, wunteres Ufer. (3-88)
r—

Aus GI. (3.86) folgt
0= f G, o)A = o / (G5 (@,20) = G5 (, 20)dR. (3.89)
2 ’ 2mj ) A n
0
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Bildet man mit der Greenschen Funktion GI. (3.82) die Grenzwerte von Gl. (3.87), Gl. (3.88), so

erhélt man folgendes Ergebnis

sin(zvVR)eI*VEH (zg — z) + sin(zovVR)e?*VEH (z — x0)
VR

GE\+) (l‘, Z‘o) =

)

, , 3.90
G(i)(l‘ ) = sin(—zVR)e 1*0VEH (2o — x) + sin(—2ovVR)e 9*VEH (x — ) (3:90)
A y L0 (—\/E) .
Daraus folgt fiir den Integranden von Gl. (3.89)
L [G(H (x,x0) — G(f)(x xo)} - sin(zV/R) sin(zoVR) (3.91)
2mj L2 ’ A 7 ™R ’

und aus Gl. (3.89) erhilt man mit der Substitution R = k>

0= i % Grd\ = / 1/ 2 sin(kx)4/ 2 sin(kxzo)dk. (3.92)
21y T us
0

Dieses Ergebnis gilt unter der Voraussetzung, dafl © # xg, © # 0, z > 0, ¢ > 0 ist; das Verschwin-
den des Integrals iiber G lings des unendlichen Kreisbogens wurde mit dem Verschwinden von
G, fiir e < arg A < 27 — € begriindet, was nach Gl. (3.82) aber voraussetzt, dafl die genannten
Bedingungen fiir z, x( erfiillt sind.

Welchen Wert nimmt das Integral von Gl. (3.92) an, wenn man diese Bedingungen fallen 148t?
Ersetzt man in Gl. (3.92) die Sinusfunktionen durch Exponentialfunktionen und substituiert k =
27K, so erhélt man:

oo

2
f/sin(kx) sin(kxo)dk
s
0
_ _/ [e2ﬂjm(x+xo) +e—27rjf§(x+9c0) _ eQﬂ'jK,(x—aco) _ e—27‘l’jfi(.’£—.’£0)i| dx
0
+oo +oo
- _ / e2ﬂjn(x+wo)dﬁ+ / eQﬂ'jH(ﬂ?—fl;o)dﬁ
= (x —x0) — 0(x + o). (3.93)

Durch Vergleich mit Gl. (3.85) liest man ab, daf im Bereich 0 < 2 < co die Eigenfunktionen durch
u(k,z) = v(k,z) = \/2/msin(kz), 0 < k < co gegeben sind. Die Vollstéindigkeitsrelation lautet
2 o0
0(x — xo) = 0(x + x0) + f/sin(ka:) sin(kxg)dk. (3.94)
™
0

Multipliziert man sie mit einer Funktion g(zo) und integriert formal iiber den Bereich —oo < xg <
00, so erhélt man das Ergebnis

o0 —+o0
2
g(z) =g(—x) + = [ sin(kx) g(xo) sin(kzo)dzg | dk. (3.95)
el

Zunichst wurden Eigenfunktionen nur fiir das Intervall 0 < z < oo gefunden, und es kénnen
Funktionen nur in diesem Intervall entwickelt werden. Fiir jede Funktion mit g(z) = 0 fiir < 0,
g(x) # 0 fiir > 0 ist fiir x > 0 Gl. (3.95) die richtige Entwicklung, da g(—z) = 0; ein Randwert
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9(0) # 0 wird wieder richtig wiedergegeben, wenn man sich der Stelle z = 0 von x > 0 asymptotisch
néhert (alle Eigenfunktionen sin(kx) verschwinden fiir z = 0, ergo darf der Randpunkt nicht naiv
eingesetzt werden).

Wenn man die Funktionen sin(kz) fiir # < 0 extrapoliert, so zeigt Gl. (3.95), daB nicht mehr
beliebige Funktionen g(x) im Intervall —oo < x < oo nach Funktionen sin(kx) entwickelt werden
kénnen: Das ist einleuchtend, weil die Funktionen sin(kz) ungerade sind. Gl. (3.95) sagt aber
gerade aus, dafl [g(z) — g(—x)]/2, also der ungerade Anteil einer beliebigen Funktion g(z) nach
den Funktionen sin(kx) entwickelbar ist. Die Transformation ist die Fourier-Sinustransformation,
der Ausdruck in der eckigen Klammer von Gl. (3.95) ist das Fourier-Sinusspektrum einer Funktion

g(z).

Abbildung 3.7: Die beiden Blatter der komplexen A-Ebene, auf denen jeweils die Funktionswerte
von w = v/\ aufgetragen sind.
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Kapitel 4

Partielle Differentialgleichungen

4.1 Deltafunktionen in mehreren Dimensionen

In einem n-dimensionalen kartesischen Raum sind kartesische Koordinaten z; (i = 1,2,...,n)
gegeben. Das Volumenelement wird als dr = dxidxs . . . dx,, bezeichnet.
Die Funktionen & = &;(z1,22,...,2,) = &(z;), ¢ = 1,2,...,n transformieren auf andere

orthogonale Koordinaten. Mit der Funktionaldeterminante

Oz Oz

gp. | %8 T %
D:detaz: S (4.1)

& dzy Oy

061 0&n

148t sich das Volumen eines n-dimensionalen Bereichs (die Grenzen der Integrale sind entsprechend
zu withlen) folgendermafien ausdriicken:

/dT://.../d:vld:vz...d:rn://.../|D|d§1d§2...d§n. (4.2)

Man unterscheidet zwei Fille.
Fall 1: Im betrachteten Punkt gilt D # 0. Dann ist

5(1‘1 — 1110)5(562 — 3720) . 6<$n — xno) = (5(3% — fL'iO)

= (6~ E0)8(E — £20) . 3(En — Eao) = T10(6 — &) (43)
1D D]
Man beachte die als Abkiirzung gewihlte Schreibweise 0(z; — x;0). Wenn es sich speziell um
Vektoren in einem dreidimensionalen Raum handelt, werden sie als & bezeichnet; #=(x1, z2,x3)
oder 7=(z,y, z) ist der Ortsvektor im dreidimensionalen Raum. Die Abkiirzung (7 — 7p) steht
also fiir das Produkt von drei Deltafunktionen d(z — 2)d(y — y0)d(z — z0). Das Volumenelement
im dreidimensionalen Raum wird als dV = dx1dxodxs oder dV = dxdydz bezeichnet.

Fall 2: Im betrachteten Punkt ist D = 0. Dann ist der Punkt durch die Koordinaten &;,
(i=1,2,...,k) definiert, wogegen die Koordinaten &0 (i = k+1,k+2,...,n) beliebige Werte an-
nehmen konnen (man bezeichnet sie deshalb als ignorable Koordinaten). Man definiert eine Grofle
Dy, indem man die Funktionaldeterminante D {iber den gesamten Wertebereich der ignorablen
Koordinaten integriert:

Dy = //.../Dd§k+1d§k+2...dfn. (4.4)

Damit erhilt man fiir solche Punkte

O(x; — wh0) = ‘D71k|5(§1 —£10)0(&2 — &20) - - - 0(§k — Ero)- (4.5)
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4.1.1 Zylinderkoordinaten

Kartesische Koordinaten 7=(z, y, z) werden auf Zylinderkoordinaten transformiert (§1 = p, {2 = ¢,
& = z). Man erhélt mit Gl. (4.1) aus

T = pcos ¢, Yy = psin g, z=2z
die Funktionaldeterminante und das Volumenelement

cosp —psinp 0
D=|sing pcosp 0 |=p, dV = pdpdpdz. (4.6)
0 0 1

4.1.2 Kugelkoordinaten

Kartesische Koordinaten 7=(z,y, z) werden auf Kugelkoordinaten transformiert ({1 = r, & = ¥,
x=rsindcosp, y=rsindsing, z=rcosv

folgt fiir die Funktionaldeterminante Gl. (4.1) und fiir das Volumenelement

sin¥cose rcosdcosp —rsindsing
D= | sind¥sing rcosd¥sing rsindcosy |=rsing, dV =r?sinddrdide. (4.7)
cos v —rsind 0

4.1.3 Die 6-Funktion in Kugelkoordinaten

In Anwendung von GI. (4.3) folgt unter Beachtung von Gl. (4.7) fiir die Deltafunktion in Kugelko-
ordinaten in einem Punkt mit D # 0

(r—10) = d(x—20)d(y —y0)d(z — 20)
- 50(r = 70)3(9 = Y0)d( — 0)- (4.8)

r2sin
4.1.4 Beispiel fiir eine ignorable Koordinate

Fiir einen Punkt auf der z-Achse gilt in Kugelkoordinaten ¥ = 0 (fiir z > 0) und 9 = = (fur
z < 0). An allen Punkten z # 0 auf der z-Achse ist somit D = r?sin = 0. Die Koordinate ¢ ist
ignorabel. Aus Gl. (4.4) folgt

2m
Dy = /r2 sinddy = 27r? sin 9
0

und somit in Anwendung von Gl. (4.5)

o(r —1ro)d(9)

3(x)d(y)o(z — 20) = W, zo > 0, (4-9)
8(x)0(y)d(z — z0) = (r ;7::)2)51(11 79_ W), zp < 0.

4.1.5 Beispiel fiir zwei ignorable Koordinaten

Im Koordinatenursprung gilt » = 0, die Koordinaten 1J, ¢ sind ignorabel. Ferner ist D = r2sin1) =
0. Nach Gl. (4.4) ist

27 ™

Dy = /dcp/r2 sin9dd = 4mr?,
0 0
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und aus Gl. (4.5) folgt fiir die Deltafunktion im Ursprung
5(r)

4dqr2’

0(7) = 0(x)d(y)d(2) =

(4.10)

Es ist zu beachten, dafl bei Integration von Gl. (4.3) iiber den gesamten Raum das Ergebnis 1 lautet.
Dabei kann es vorkommen, dafl in den transformierten Koordinaten ; eine Deltafunktion ihre
Singularitit gerade an der Integralgrenze erreicht: In diesem Fall ist, wie in Gl. (1.52) begriindet, die
Integrationsgrenze so abzuédndern, dafl die Singularitit ,zur Génze* noch im Integrationsintervall
liegt. So erhélt man z. B. aus Gl. (4.10)

/ 57V

+o0 +00 400

///5 2)dadydz =1

00 2 ™
o(r .
= /dr/dgp/4ﬂr2r sin ¥dd
0— 0
= /5(r)dr =1

4.2 Lineare Operatoren und Randbedingungen

In Analogie zu den Beziehungen Gl. (1.89), Gl.(1.91) erhélt man mit der Schreibweise von Ab-
schn. (4.1) fiir die Anwendung auf n-dimensionale kartesische Rdume als Vollstdndigkeits- und
Orthogonalitétsrelation

+oo
/ ) (ai| = I

+00 +oo
/ / / |x1, o, ..y )drrdas . . dxy (X1, 22, . ., Tnl, (4.11)
(rilrio) = O(x; —wi0)
= 6(.’171 —.’1?10)(5(.1‘2 —$20)...(5($n —wno). (4.12)

Fiir Gewichtsfunktionen ist somit hier r(z;) = 1 vorausgesetzt. Von den auf die Komponenten
u(z;) = u(xy, x2,...,2,) abstrakter Vektoren |u) operierenden formalen Operatoren L sei voraus-
gesetzt, daf sie skalar sind und hochstens zweite Ableitungen nach den x; enthalten. Sie operieren
auf Skalarfunktionen. In Analogie zu Gl. (1.94) gilt somit:

lg) = Llu),
<x1|g> = g(x’l)_g('xhx%"-;xn)
= (x;|Lju) = Lu(z;) = Lu(xy, 29, ...,2 )
= /<x1|L|1’ Ydr' (x}|u) = / (x4, 2 u()dr’, (4.13)
L(x;,x)) = (z;|L|x}) = (xl,mg,...,xn,xhxz,...,x;),
(glz) = (xilg)” = g" (@)

Sind die z; Koordinaten in einem dreidimensionalen Raum, verwendet man wieder die in Ab-
schn. (4.1) verabredete Schreibweise, also z. B. (Z|u) = w(Z) = u(x1, x2, z3).
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Der Gaufische Integralsatz 148t sich auf einen n-dimensionalen Raum verallgemeinern. Es gilt
im dreidimensionalen Raum (dF Flichenelement, & nach aufien orientierter Normalenvektor der
Hiillfldche)

[V-AdV = [divAdV = § A-édF,

(4.14)
[dVV... = ¢dFé...

Die zweite Schreibweise deutet an, daf die Beziehung richtig bleibt, wenn auf beiden Seiten der

Gleichung anstelle der Punkte dieselbe Operation durchgefiihrt wird.

In n Dimensionen wird der Nablavektor durch das Symbol 9; = 9/0x; ersetzt; der Betrag
des Flichenelements einer (n — 1)-dimensionalen Hyperfliche, welche einen n-dimensionalen Be-
reich begrenzt, wird als do angeschrieben; e; ist der nach auflen orientierte Normalenvektor der
Hyperfliche. Es gilt ferner die Vereinbarung der analytischen Schreibweise, daf iiber alle Indizes,
die paarweise vorkommen, iiber ¢ = 1,2,...,n summiert wird (dies gilt nicht fiir Indizes, die in
Argumenten von verschiedenen Bras, Kets oder Funktionen vorkommen, vergleiche Gl. (4.13)!).
Damit lautet der zu Gl. (4.14) analoge Satz

f@Asz = §A¢€¢d0'7

(4.15)
[dro;... = ¢doe;...
Analog zu den in Abschn. (2.1) aufgestellten Forderungen sollen die Vektoren |u) und L|u) endliche
Lénge haben.
Der abstrakte Operator L legt fest:

1. Den formalen Operator L, der auf Komponenten u(x;) = u(z1, z2,...,zy,) von |u) operiert.

2. Den Operatorbereich £, wodurch auf einer geschlossenen (n — 1)-dimensionalen Hyperfléiche
fiir u(x;) bestimmte Randbedingungen festgelegt werden.

Die Randbedingungen kénnen homogen oder inhomogen sein. Sie heifen:

1. Randbedingungen 1. Art (Dirichlet-Bedingungen): Dabei ist u(z;) auf der Hyperfliche ge-
geben.

2. Randbedingungen 2. Art (Neumann-Bedingungen): Dabei ist die Normalenableitung von u
auf der Hyperfliche gegeben, also e;0;u; fiir diesen Ausdruck verwendet man oft auch die
symbolische Schreibweise du/de (siehe auch den folgenden Kommentar).

3. Randbedingungen 3. Art: In diesem Fall ist auf der Hyperfliche eine Linearkombination
u + adu/de gegeben.

4. Anfangsbedingungen (Cauchy-Bedingungen): Identifiziert man eine der Koordinaten (z.B.
Zn) mit der Zeitvariablen, so kann auf einer Hyperebene x,, = const die Funktion u(z;) und
Ou/0x, gegeben sein.

Kommentar zur Normalenableitung: Bezeichnet man das Linienelement einer Raumkurve im n-
dimensionalen Raum mit ds,

ds® = dai + da3 + ... + da? = dxjdz;

und beachtet, da§ der Tangentenvektor einer Raumkurve z; = z;(s) durch e; = dx;/ds gegeben
ist, so gilt fiir eine Funktion u(x;) (e; sei jetzt die Richtung der Flichennormale)

dj_ Ou dx; 5.
ds  Ox; ds - g

o
e’
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Im dreidimensionalen Raum ist 0;u gerade gradu, und daher schreibt man fiir die Normalenablei-
tung

Ou/de = € - gradu.

Es héngt von der Art des Operators L ab, durch welche Randbedingungen fiir u(x;) = (z;|u)
die Losung des Problems L|u) = |g) eindeutig festgelegt ist. Dazu einige Beispiele:

1. L = V2 = 92/02° + 0?/0y® + 9*?/02* im dreidimensionalen Raum ist ein sogenannter
elliptischer Operator. Die Eindeutigkeit der Losungen verlangt Randbedingungen erster,
zweiter oder dritter Art.

2. L = V? —a%9/0t = 0?02 + 9%/0y® + 0?/02* — a®9/0t (der Operator der Wirmelei-
tungsgleichung) ist ein sogenannter parabolischer Operator. Die Lésungen sind eindeutig
bestimmt, wenn fiir ¢ = ¢; an allen Raumpunkten (z,y, z) eines dreidimensionalen Bereichs
die Grofe u(z,y, z,t1) gegeben ist, und wenn ferner zu allen Zeiten auf der Hiillldche dieses
dreidimensionalen Bereichs Randbedingungen erster, zweiter oder dritter Art vorgeschrieben
sind.

3. L=V?—(1/c?)0%/0t? (der Operator der Wellengleichung) ist ein hyperbolischer Operator.
Fiir eindeutige Loésungen muf zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢; an allen Raumpunkten (z,y, 2)
eines dreidimensionalen Bereichs sowohl u als auch du/dt vorgegeben sein, ferner mufl zu
allen Zeiten auf der Hiillfliche dieses dreidimensionalen Bereichs eine Randbedingung erster,
zweiter oder dritter Art vorgeschrieben sein.

4.3 Adjungierter Operator.
Operatoren im erweiterten Sinn

Der adjungierte Operator LT ist durch GI. (1.96) definiert. Bei seiner Berechnung (etwa analog
Gl. (2.23) durch partielle Integration) spielen die Randwerte eine Rolle. In Verallgemeinerung
von Gl. (2.23), Gl. (2.25) kann man in einem n-dimensionalen Raum schreiben (man beachte den
Gauflschen Satz Gl. (4.15))

(v|L|u) (u| LT|v)* —l—/aiKi(v*,u)dT

= (ulLfjv)* + feiKi(v*,u)da, (4.16)
mit /aiKi(U*,u)dT = j{eiKi(v*,u)dJ =0.

Fiir den Fall, daf} es sich um einen dreidimensionalen Bereich handelt, sind wegen GI. (4.14) die
Integrale iiber divK (v*,u)dV bzw. iiber - K (v*,u)dF zu bilden. Das Konjunkt Gl.(2.24) wird
im n-dimensionalen Raum zu einem Konjunktvektor. Aus Gl.(4.16) sieht man, dafl der Kon-
junktvektor nicht eindeutig festgelegt ist: Man kann immer einen Anteil hinzufiigen, fiir dessen
n-dimensionale Divergenz 0; K; = 0 gilt.

Fiir die Operatoren L, LT und einen Operator L; gilt wieder:

1. L ist gegeben durch den formalen Operator L, der auf Funktionen u(x;) operiert (die Kom-
ponenten von |u)); der Operatorbereich £ wird so gewihlt, dafl fiir u(x;) homogene Rand-
bedingungen gelten.

2. LT ist definiert durch den formal adjungierten Operator L', der auf Funktionen v(z;) operiert
(die Komponenten von |v)); der adjungierte Operatorbereich £ ist so zu wihlen, daf mit
den Funktionen u(z;) aus £ und den Funktionen v(z;) aus L' gerade die Bedingung von
Gl. (4.16) fiir das Konjunkt erfiillt ist.
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3. Der Operator L; ist gegeben (siehe friiher vor Gl. (2.29)) durch den formalen Operator L, der
aber jetzt auf Funktionen w(z;) operiert (auf die Komponenten von |w)); der Operatorbereich
L1 ist so gewihlt, dal die Funktionen w(z;) inhomogene Randbedingungen erfiillen, die aber
von derselben Struktur sind, wie die homogenen Randbedingungen fiir die Funktionen u(x;)
aus L.

Analog zu Gl. (2.29) gilt

(v]Lyr|w) (w] LT v)* +/aiKi(v*7w)dT

= (w|L'|v)* +fei1<,»(v*,w)da, (4.17)
mit /aiKi(v*,w)dT = j(I{eiKi(v*7w)da # 0.

Analog zu GI.(2.30) kann man durch formales Adjungieren der sinnvollen Zahl (w|L'|v) einen
Operator L, (Operator im erweiterten Sinn) in seiner Wirkung auf |w) definieren:

(w|LT[v)* = (v|L,|w). (4.18)

Aus der Definition Gl. (4.18) erhélt man mit Gl. (4.17) wieder einen zu Gl. (2.32) analogen Aus-
druck fiir den erweiterten Operator:

(ILelw) = (vIL;lw) = [, 3‘K‘(v* w)dr

= (v|L;jw) — § e;K;(v*, w)do

= (v|Lsw) = (v|Ly|w) = (v]L;|w) + (v]s),
(v[Ly|w) = —(vls)

= Ju 3'K'(< |2i), (wi|w))dr

= $e K ((v]zg), (wiw))do.

(4.19)

Dabei wurde analog Gl. (2.31) der Operator L; wieder als eine Stérung von L, betrachtet, L; =
L.+ L,. Da im Integranden symbolische Funktionen auftreten kénnen, welche ihre Singularitdten
gerade am Rand des Integrationsbereichs haben, sind in Analogie zu Gl. (2.33) die Volumeninte-
grale wieder ,bis etwas auflerhalb des Bereichs“ zu erstrecken. Das ist durch das an der unteren
Integrationsgrenze symbolisch angebrachte Pluszeichen in Gl. (4.19) angedeutet.

4.3.1 Beispiel 1: Der Konjunktvektor und der Operator L'
Gegeben sei der Operator

0
L: L:p(xi)a—xl, L: w(0,z9,23,...,2,) =0, 0<2; <1. (4.20)

Man ermittle LT. Aus Gl. (4.16) folgt

/11 p—dT = // /dxgdxg /v paa—ldzl

= // /dlL'QdZL'g iy, § vpulZ (1) / 1( pv*)day
/u[ B (pv)} dT—l—/a 1pvu)d

96



Durch Vergleich mit Gl. (4.16) liest man ab, dafl der Konjunktvektor nur eine Komponente in
Richtung der 1-Achse hat (alle anderen Komponenten kénnen null gesetzt werden),

K;=(pv*u,0,0,...,0), (n Komponenten). (4.21)

Ferner sieht man durch Vergleich mit Gl. (4.16), dafl der Ausdruck

//.../dmgdmg codxy, [pv*u|w1:1 - pv*u|m1:0] =0 (4.22)

erfiillt sein muf. Daraus kann man v(1, 22,3, ...,2,) = 0 fir den adjungierten Operatorbereich
ablesen. Das Ergebnis fiir den zu Gl. (4.20) adjungierten Operator lautet somit:

0 t

L LT:—a—x1 (xg)..], L7 u(l,zg,23,...,2,) = 0. (4.23)

Es soll noch gezeigt werden, dal man den adjungierten Operatorbereich auch aus dem Verschwin-
den des Hiillenintegrals ¢ e;K;do, siehe Gl. (4.16), héitte ermitteln konnen.

)

x1=0 xp=1

Abbildung 4.1: Schraffiert ist der n-dimensionale Bereich zwischen den beiden Hyperebenen x; = 0,
x1 = 1. Der Normalenvektor e; ist nach auflen orientiert

Abb. (4.1) zeigt, dafl dieses Hiillenintegral {iber die Berandung des Bereichs 0 < 27 < 1 (siehe
Definition von L, Gl. (4.20)) zu erstrecken ist. Auf der Hyperebene z7 = 0 sind die Komponenten
des Normalenvektors e;=(—1,0,0,...,0); auf der Hyperebene z; = 1 sind sie ¢;=(1,0,0,...,0).
Fiir das (n — 1)-dimensionale Flichenelement gilt in beiden Fillen do = dzaodzs...dx,. Damit
folgt fiir das Hiillenintegral unter Verwendung des Konjunktvektors Gl. (4.21)

j{eiKidU =0= /da [—pv* Uy =0 + PV U]z, =1] -

Diese Bedingung ist identisch mit der bereits in Gl. (4.23) angeschriebenen Beziehung.
Analog berechnet man die formal adjungierten Operatoren L' und die Komponenten des Kon-
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junktvektors K;(v*,u) auch fiir zweite Ableitungen. Die sich ergebenden Ausdriicke lauten:

L Lt K;(v*,u)
o o . *
p(“’”l)aTcl 7(97331[]9 (zi)..] (pv*u,0,0,...,0)
(4.24)
o? ? L Ou O(v'p)
p(zZ)al‘laxg Ox107, [p (xl)] <pv 87.7}2,7111 o, 7030a"'30>
0? 0% . ou o(v*p)
P(Iz)aix% 8733%[17 (i) -] <PU o Y on 7030a"'30>
Die entsprechenden Ausdriicke fiir hohere Ableitungen finden sich in [8, Bd. 1, S. 874-876].
4.3.2 Beispiel 2: Der Laplace-Operator
Gegeben sei der Laplace-Operator im dreidimensionalen Raum
0? 0? 0?
L: L=A +-=5+5=, £: wuw=0am Rand (homogene RB 1. Art).  (4.25)

= 52 2 2
Oxy  Ox3  Oxj

Aus Gl.(4.24) sieht man sofort, daB der Operator formal selbstadjungiert ist, L = Lf. Aus
Gl. (4.24) liest man fiir den Konjunktvektor ab (p = 1)

K(v*,u) = v*gradu — ugradv*= [ v*  =— —u

= ou ov* |, Ou ov*  , Ou ov*
( 83;‘1 87“”0 67332 — Uaiu,v 671‘3 u61‘3> . (426)

Die adjungierten Randbedingungen folgen aus Gl. (4.16) mit Gl.(4.26) und der in Abschn. (4.2)
fiir die Normalenableitung vereinbarten Schreibweise € - gradu = du/de:

L2 o *au_ ov*
j{aK(v,u)dF—O—?{(vae uae)dF. (4.27)

Fiir v aus £ (d.h. w = 0 am Rand des Bereichs) wird die Forderung Gl. (4.27) erfiillt, indem man
auch v = 0 am Rand verlangt. Damit ist aber auch £ = £, der Laplace-Operator ist fiir homogene
Randbedingungen erster Art ein selbstadjungierter Operator.

L': Lt=L=A, £f=£: v=0 am Rand. (4.28)
Durch Einsetzen in Gl. (4.27) weist man leicht nach, da§ auch homogene Randbedingungen 2. Art

und 3. Art (mit einem reellen Koeffizienten) selbstadjungierte Randbedingungen sind.

4.3.3 Beispiel 3: Der Operator der Wellengleichung

In einem Volumen V des dreidimensionalen Raumes werden in einem Zeitintervall ¢ < ¢t < ty
Losungen der Wellengleichung gesucht. Der Operator L sei definiert durch:

1 02
L = A——2
2 ot?’
L : w(@t)=0 am Rand von V, (4.29)
ou(Z,t
W&, t)|e=t, = uf,;t’ ) =0 1in allen Punkten in V.

t=ty

Der Operatorbereich £ ist durch homogene Randbedingungen 1. Art beziiglich der Raumvariablen
1, T3, 3 und durch homogene Cauchy-Bedingungen beziiglich der Zeitvariablen ¢ festgelegt. Fiir
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die Berechnung von LT denkt man sich t = x4 als eine vierte kartesische Koordinate eingefiihrt.
Aus Gl. (4.24) sieht man sofort, dal L formal selbstadjungiert ist, L = Lf. Der vierdimensionale
Konjunktvektor kann ebenfalls aus Gl. (4.24) abgelesen werden; seine Komponenten in Richtung
der Achsen z1, z2, x3 sind mit denen von GI. (4.26) identisch. Daher gilt unter Verwendung der
abkiirzenden Schreibweise 01 = 9/0x1, 02 = 8/0x9, 03 = 0/0x3, Oy = D0t

Ki=(v*01u — udiv*, v* 0gu — udav™, v* O3t — udsv™, —v*Oyu/c* + udyw* /c?). (4.30)
Mit Gl. (4.30) folgt aus Gl. (4.16)

/6K v* udT—//@K v, u)dVdt =0

= //[al(v*alu — ud1v*) + 0o (v Oou — udav™) + O3 (v O3u — udsv™)

—l—ClQat(—v*Btu + udpv™*)]|dVdt

1
// [div(v*gradu — ugradv®) + — Oy (—v" pu + u@tv*)} avdt
c

W (5 0% ) [ (5 %)

Unter Berticksichtigung der Randbedingungen fiir die Funktion u(Z,t) liest man aus Gl. (4.31)
ab: Das erste Integral verschwindet zu allen Zeiten, wenn v(Z,t) = 0 an allen Randpunkten des
dreidimensionalen Bereichs erfiillt ist; das zweite Integral verschwindet dann, wenn sowohl v(Z,t)
als auch Jv(Z,t)/0t an allen Punkten des dreidimensionalen Raumes fiir ¢ = to verschwinden.
Damit erhélt man fiir den adjungierten Operator:

t=to
dv. (4.31)

t=t1

1 92
Lt = -
2 ot?’
Lt v(#t)=0 am Rand vonV, (4.32)
Ov(Z,t
(&, )|y, = UE;;’ ) =0 in allen Punkten in V.
t=t,

Durch Vergleich mit Gl. (4.29) sicht man, daf der Operator formal selbstadjungiert ist, L = L.
Es gilt aber £' # £ zufolge der nicht selbstadjungierten homogenen Cauchy-Bedingungen.

4.3.4 Beispiel 4: Der Operator der Wirmeleitungsgleichung

Losungen der Warmeleitungsgleichung werden im Volumen V' des dreidimensionalen Raumes im
Zeitbereich t1 <t <ty gesucht. Der Operator L ist definiert durch:

0
= A— 22
aa,

L
t
L wu(@t)=0 am Rand von V, (4.33)
u(Z,t1) =0 in allen Punkten in V.

Fiir den Konjunktvektor sind die ersten drei Komponenten identisch mit denen in Gl. (4.30), fiir
die vierte Komponente (t = x4 wird wieder als kartesische Koordinate in einem vierdimensionalen
Raum gedeutet) liest man aus GI. (4.24) den Wert —a?v*u ab. Somit ist

K;=(0"01u — udv*, v*0ou — udov™, v* d3u — udsv™, fa2v*u) (4.34)

Den adjungierten Operatorbereich erhélt man analog Gl. (4.31). Man hat in Gl. (4.31) nur folgende
Anderung vorzunehmen:

10 ( L Ou ov*

2o\ "V o T

) ersetzen durch %(—a%*u). (4.35)
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Damit erhélt man die Bedingung
/@K,-(U*,u)dT :/ O, K;(v*,u)dVdt =0

= //[div(v*gradu — ugradv*) + 0 (—a*v*u)|dVdt

/dt% <’U a—z - >dF+/( a*v*u) ZZ dav. (4.36)

Aus den gegebenen Randbedingungen fiir u(Z,t) aus Gl. (4.33) liest man aus Gl. (4.36) die fir
v(Z,t) zu fordernden Randbedingungen ab. Das Ergebnis lautet unter Beachtung von Gl. (4.24)

5 0
Lt = A _
+ a? g

LT : v(#t)=0 am Rand von V, (4.37)

v(Z,t2) =0 in allen Punkten in V.

Der Operator ist nicht selbstadjungiert, es gilt sowohl L # LT als auch £ # £F.

4.4 Die Losung von inhomogenen Problemen zu inhomoge-
nen Randbedingungen

Die Formulierung und Lésung des Problems erfolgt analog zu Abschn. (2.4); die Schreibweise wird
dadurch vereinfacht, dafl hier als Gewichtsfunktion r(z;) = 1 angenommen wurde. Der abstrakte
Operator L; ist durch L, £; (inhomogene Randbedingungen) definiert. Zu losen ist

Liw) =1g), d.h. Lw(z;) =g(x;) mit w(z;) aus L;. (4.38)

Der Operator L (gegeben durch L, £; der Operatorbereich £ hat homogene Randbedingungen
derselben Struktur wie in £;) und L' (L, L) seien ebenfalls ermittelt. Bekannt sei die Losung
des inhomogenen Problems zu homogenen Randbedingungen

Lluy = |g), d.h. Lu(z;) =g(z;) mitu(z;) aus L,
luy = Glg), mit GL=LG=L'G'=G'L" =1, (4.39)
u(z)) =[Gz, wi0)g(zio)dro = [[GT(wio, z:)]*g(zi0)dro.

Die Greenschen Funktionen sind Losungen von

LG(zi,zi0) = 0(x; — xi0), Gz, zip) beziiglich x; aus L,

LIGT (x5, 250) = 6(xi — 240), Gt(xi, T40) beziiglich z; aus L. (4.40)

Der Operator L; = L+ L; wird wieder in seiner Wirkung auf |w) als die Summe des Operators L,
im erweiterten Sinn und des Storoperators L; angesetzt. Analog Gl. (2.38), Gl. (2.39) und Gl. (2.40)
ist die Losung von Gl. (4.38) gegeben durch

w(z;) = (vilw) = (24|Glg) — (x:|GL; |w)
(2i|Glg) + (il Gls)- (4.41)

Setzt man (v| = (x;|G und verwendet die Beziehung fiir (v|L;|w) aus Gl. (4.19) — dabei muf}
eine andere Integrationsvariable dry = dxypdxyg - - . dr,o gewihlt werden, auflerdem beziehen sich
Ableitungen auf 9;9 = 9/0x;0; die Ableitungen innerhalb des Konjunktvektors sind ebenfalls nach
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den Variablen x;y zu bilden — so erhélt man
(zi|GLylw) = —(z;|Gls)
— [ Ouki((aiIGlzin), (wlu)dro
(+)

= feioKi(<xi|Q|$i0>, <l‘iolw>)d0'0. (442)

Damit lautet die Losung Gl. (4.41) des inhomogenen Problems zu inhomogenen Randbedingungen
folgendermafen (siehe auch Gl. (4.11)):

w(z) = / (]Gl i0)dro(ziolg) — / (1] Gzi0)dro (ol Ly 1w0)
- / (]G0} ziolg) + / (1] G i0)dro (ziols)

= /G(Imxio)[g(%o) — Liw(z0)]dmo
(+)

= / G(zi,240)[9(zi0) + s(240)]dmo
(+)

= /G(Ii,xio)g(fﬂio)dm* /&:oKz'[G(Ii,Ii0)7w($vzo)]d7'o
(+)

= /G(Iivﬂfio)g(fl?io)dTo - j{eiOKi[G(Z'i;-Tio)’w(xio)]dO—O' (4.43)

Alle innerhalb der Konjunktvektoren vorkommenden Differentiationen sind nach den Variablen
70 zu bilden. Statt G(z;, ) kann in allen Beziehungen auch [GT(z;0,7;)]* eingesetzt werden.
Die Losung Gl. (4.43) soll im folgenden anhand von Beispielen diskutiert werden.

4.4.1 Beispiel 1: Losung der Poisson-Gleichung

Gesucht ist im dreidimensionalen Raum die Lésung der Poisson-Gleichung zu inhomogenen Rand-
bedingungen.

(0F + 05 4 93 w(Z) = g(&), w(Z) #0 am Rand. (4.44)

Fiir die Operatoren gilt somit:

L;: L=A, Lr: w(Z) #0 am Rand,
L: L=A, L: u(Z) =0 am Rand, (4.45)
L' LT = A, Lt v(@) =0 am Rand (siehe Gl. (4.28)).

Der Operator L ist selbstadjungiert. Wegen Gl. (4.40) sind zunéchst Losungen der Gleichung
AG(Z,Zy) = 6(Z — Zy), G(%,%y) Dbeziiglich T aus £ (4.46)

zu suchen. Es wird angenommen, dafl die Losung gefunden wurde. Die Losung des Problems ist
dann GIl. (4.43); die Bedeutung des Hiillenintegrals wurde fiir den Laplace-Operator in Gl. (4.27)
angegeben. Man erhélt:

w(@ = / G(@, 70)g(F0)dVo — 74 & - KG(@, o), w(@o)|dFy
= /G(f, fo)g(.’fo)dVO —j{ |:G(£Z", fo)%{j()) —w(fo)%;ofo) dFO (447)
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Man beachte wieder die Abkiirzung

0

5o = gradu, (4.48)
Der Ausdruck von Gl. (4.47) 148t sich noch vereinfachen: Wegen L = L' ist aus Gl. (4.40) auch
G (7, %) = G1(&, %y); allgemein gilt fiir G, GT die Beziehung Gl. (2.21), d. h. GT(#, %)) = G* (&0, 7).
Somit ist fiir selbstadjungierte Operatoren

G(Z, %) = G1(Z, Zy) = G*(&y, ), wenn L= LT,

d. G(Z,Zy) = G(Zo, %) wenn G reell. (4.49)

Verwendet man Gl. (4.49) in Gl. (4.47), so ist wegen G(&,%y) = G(Zo,Z) in einem Randpunkt
Zo (siehe Gl. (4.46)) auch G(Zy, ¥) = 0; somit verschwindet das erste Hiillenintegral. Die Losung
lautet:

/G 9(@o dV0+j{ (7 0)%6:0)(%. (4.50)

Der erste Anteil ist die Losung des inhomogenen Problems zu homogenen Randbedingungen er-
ster Art; der zweite Anteil ist die Losung des homogenen Problems (der Laplace-Gleichung) zu
inhomogenen Randbedingungen.

4.4.2 Beispiel 2: Anmerkung zur Losung der Poisson-Gleichung

Wenn die Losung der Poisson-Gleichung in Gl. (4.44) zu inhomogenen Randbedingungen zwei-
ter Art gesucht wird (Qw/de # 0 am Rand), dann lauten die entsprechenden Bedingungen in
Gl. (4.45), Gl. (4.46): Ou/0e = 0 am Rand; OG(Z, Zp)/0e = 0 beziiglich £ am Rand. In der Losung
Gl. (4.47) wiirde nun wegen L = L' die Ableitung 0G /0ep am Rand verschwinden. Die Losung
lautet somit:

dw(Zy)

dFyp. 4.51
860 0 ( 5)

w(@) = [ 6@ qg(E) s - § G 50)

Es ist aber in diesem Fall nicht zulissig, eine beliebige Funktion dw/dey am Rand vorzuschreiben.
Aus der Differentialgleichung Aw = g folgt namlich

/Aw(f)dV = /g(f)dV = /divgradde
= j{e gradwdF = j{—dF

Es sind nur solche Funktionen dw/de zugelassen, welche diese Integralbedingung erfiillen. In der
Elektrotechnik ist g(#) die Raumladung, w das Potential, dw/de die Normalkomponente der elek-
trischen Feldstérke auf der Oberfléiche des Bereichs: Da das Hiillenintegral ¢ D-dF = Q ist (Q ist
die Gesamtladung innerhalb der Hiille), kénnen Raumladungsdichte und Normalkomponente der
Feldstarke nicht unabhéngig voneinander vorgeschrieben werden.

4.4.3 Beispiel 3: Losung der inhomogenen Wellengleichung

Gesucht sei die Losung der inhomogenen Wellengleichung im dreidimensionalen Raum fiir Zeiten
t>0.

2
(A - 612;2> w(i,t) = g(7,1). (4.52)

Die ,,Ursache“ von w(Z,t), ndmlich die Verteilung ¢(Z,t), sei nur in einem endlichen Bereich des
dreidimensionalen Raums und in einem endlichen Zeitintervall von null verschieden. Damit sind

62



folgende Randbedingungen sinnvoll: w(Z,0) # 0 und dw(Z,t)/0t # 0 fiir t = 0 seien vorgegebene
Funktionen (inhomogene Cauchy-Bedingungen). Ferner soll w(Z,¢) — 0 gehen, wenn |Z] — oo und
wenn ¢t — oo geht. Dann sind die Lésungen w(&, t) sicher auch quadratintegrierbar. Man hat somit
Losungen von

1PN L L
A — Cﬁﬁ G(.T,t,xo,to) = 5($ - $0)5(t - to)

zu finden, welche die homogenen Randbedingungen im Raum und in der Zeit erfiillen: Sowohl G
als auch 9;G miissen fiir t = 0 den Wert null haben, G muf} ferner fiir alle Zeiten verschwinden,
wenn |Z] — oo geht. Es sei wieder angenommen, daf§ die Greensche Funktion gefunden wurde.
Aus Gl. (4.43) erhilt man die gesuchte Losung, wenn man die Bedeutung des Konjunkts fiir die
Wellengleichung, siehe Gl. (4.31), beachtet:

w(f,t) = //G(f,t;fo,to)g(fo,to)d%dto

- [aw § [a@,t;fo,to)@w@w . w(t)ac:(ttq .
0
0

Oe deg
1 L ow(ote) . OG(E, b, )]0
- — t: Zo. to) —— 22 ty) ————1—~ dVy.
2 |: G({E, 120, 0) (9t0 +’IU(£U07 0) 8t0 o VO

Da zu allen Zeiten sowohl die Greensche Funktion als auch w fiir |#| — oo verschwinden, liefert
das Hiillenintegral iiber die unendlich ferne Berandung des gesamten dreidimensionalen Raums
keinen Beitrag. Im Volumenintegral verschwindet der Integrand fiir ty = co wegen G — 0, w — 0;
somit lautet die Losung:

) +oo
w(f, t) = /dto // G({f,t;.’i"(),to)g(fo,to)dl‘lodl‘godfﬂgo
0 —o0
1T Ow(Fo, 1
—*///G(.’f,t;fo,()) M d$10d$20d$30
02 8t0 to=0
1 e OG(Z,t; To,t
+—///w(a‘3’0,0) M dxlodxgodxg,o. (453)
02 8t0 to=0
4.5 Der Produktraum
In einem abstrakten Raum U; seien Kets |¢1), |t)1), ... definiert, in einem anderen abstrakten
Raum Us die Kets |@2), |1)2), ...; betrachtet man gleichzeitig einen Ket |p1) in U; und einen

Ket |¢2) in Us, so kann man verabreden, daff diese Information in der Form |1, ¢2) = |¢1)]p2)
geschrieben wird. Der erste Bestandteil bezeichnet den Ket in U;, der zweite Bestandteil den Ket
in Us. Man nennt den Raum, in dem die Kets |1, @2) definiert sind, das direkte Produkt der
beiden Ridume oder den Produktraum U = Uy ® Us, der Ket |1, 2) wird als direktes Produkt
der Kets |¢1), |p2) bezeichnet. Zu den Kets |¢1), |p2), ... lassen sich die entsprechenden Bras
anschreiben. Man verabredet eine Bracket (p1, 2|11, 12) derart, daf sie das Produkt der Brackets

(p1]11), (Walwe) ist:

(1, p2l1,02) = (W1, 92]p1, p2)* = (Y1, ¥alp1, o) (4.54)
= (p1[v1)(pal2) = (P1lp1)* (2|pa)*. '

Ferner seien lineare Operatoren L; (L1, £1) in Uy, und L, (Lo, £2) in Us definiert, soda$ z. B. gilt

Lilp1) = [¢1) im Raum Uy,

i 4.55
Lylpa) = |2) im Raum Us. (4.55)
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Die Operatoren operieren auf Kets |p1, ¢2) im Produktraum derart, daf sie jeweils auf den Ket
angewendet werden, der zu dem Raum gehort, dem auch die Operatoren angehoren. Es gilt also
z.B. (siehe Gl. (4.55))

Lilp1,02) = |11, 02),
L2|S017</72> = |g0171/)2>a
4.56
L1L2|9017902> = |?/1171/12>a ( )
LyLy|p1,02) = [Y1,%2)

Daraus folgt, dafl jeder Operator aus U; mit jedem Operator aus Us vertauschbar ist. Es gilt fiir
den sogenannten Kommutator der beiden Operatoren

[Ly; Ly] = Ly Ly — LyLy =0. (4.57)
In jedem der beiden Riéume Uy, Us kann eine Basis analog Gl. (2.14) eingefiihrt werden.

0(xy — )

S z1)ri(z1)dzy (x| = I, (xq]2)) = ) in Uy,
5(xs — (4.58)
[ z2)ra(w2)dry(zs| = 1, (wa|zh) = ra(2) in Us.

Im Produktraum U = U; ® Us ist eine Basis durch das direkte Produkt der Basen in den Rdumen
Ui, Us gegeben:

[[ 1, z2)r1 (z1)r2(z2)drrdes(zy, 20| = I in U = Uy @ Us,
§(z1 — 2))d(x2 — xh) (4.59)

1 (.’El)TQ (.’EQ)

<l‘1,l‘2|a)‘/1,$/2> =

Beziehungen dieser Art in einem Raum U = U; @ U2 ® ... ® U, wurden in Gl. (4.11), Gl. (4.12)
bereits heuristisch eingefiihrt. Die Beziehungen von Gl. (4.13) sind eine Verallgemeinerung der
Entwicklung eines Kets |¢) in U = Uy ® Uy nach der Basis Gl. (4.59):

0 = [l aan e, l)
= //|:1:1,1:2><p(x1,xz)rl(xl)rg(xz)d:cldxz. (4.60)

Analog zu GI. (1.94) gilt fiir den Operator L, welcher auf die Komponenten (1, 22) eines ab-
strakten Kets |p) aus U = U; ® U, operiert

(x1,22|L|) = L(x1,22|p) = Lp(x1,22)
- / / (1, @2l LI, ) (&) oy dery (), 2 o)

= //L(xl,mggx'l,xé)@(x’l,xé)rl(xll)m(a:é)da:’ldxg. (4.61)

Damit sind wieder Matrixelemente L(x1,zo; 2, x5) eines Operators L beziiglich einer Basis defi-
niert.

Fiir den Spezialfall, dafl der Operator L sich als Produkt eines Operators L, aus U; mit einem
Operator L, aus Uy schreiben 148t, ergibt sich in Anwendung von Gl. (4.54), Gl. (4.55) fiir die
Matrixelemente die Beziehung

L(w1, w2577, 23) = (w1, 22|Llz}, 25)

<x1,x2|L1L2|x/1,x'2> = <x17x2|L2L1‘xllvx/2>

= (@1]|Ly|2})(za|Lo|v3)

Ly (z1, 7)) La(z2, 75). (4.62)
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Analog zur Bezeichnung von Gl. (4.61) erhélt man in diesem Fall
(1, 2| Ly Lylp) = (w1, 32| Ly Ly ) = L Lap(w1, w2) = LaLip(1, 72). (4.63)

Gl. (4.63) bedeutet (L; sei ein Differentialoperator mit Ableitungen nach x1, Lo ein Operator
mit Ableitungen nach x5), dal die Funktionen ¢(z1, 22) so oft stetig differenzierbar sein miissen,
wie die Summe der Ordnungen von Li, Lo angibt, da sich die Reihenfolge der Differentiationen
vertauschen 1a8t.

Unter Verwendung der Bezeichnungsweise von Abschn. (3.1) haben Operatoren der Form L =
L,+L, Eigenkets |ug) = |ug1, ug2), die zum Eigenwert A, = Ap1+ A2 gehoren; die Eigenfunktionen
ug1(x1) sind aus L4, die Eigenfunktionen uge(x2) sind aus Lo zu nehmen (symbolisch geschrieben:
aus L1 + L3). Es gilt ndmlich

Llug) = Me|ur) = (Ly + Lo)|ugt, ug2) = (Ae1 + Ag2)[ur1, ur2),

(w1, volur) = up(r1,22) = (T1, T2lupr, ure) = (T1|upr)(T2|ure) = w1 (@1)ure(z2), (4.64)
(w1, w2| Ly + Lo|ugt, uk2) = (Ap1 + Ak2) (@1, T2 |uk1, ure), '
Ly + La)ug (z1)urz(22) = (Ap1 + Ak2)upr (1) urz(22).

(
Zu Gl. (4.64) analoge Bezichungen gelten fiir L' = LT + LI: die Eigenkets |v;) von L' sind das
direkte Produkt der Eigenkets |v;1) von LJ{ mit den Eigenkets |v;2) von L;, also |uy) = |vi1,vi2);
sie gehoren zu den Eigenwerten p; = py1 + 2 = M. Die Eigenfunktionen vy (1), viz(z2) sind
beziiglich der Variablen 1, 5 aus £], £ zu nehmen (symbolisch geschrieben: aus £1 = £1 4 £1).
An die Stelle von Gl. (3.5), Gl. (3.10) treten die Orthogonalitéts- und Vollstindigkeitsrelationen

(v, via|ugt, uke) = 0(l, k1)d(l2, ke),

4.65
zmklaukz Ydkidko(vi1, vke| = ZMLUM Ydlidla(wp, we| = (4.65)

Multipliziert man die Vollstéandigkeitsrelation mit einer Operatorfunktion, die in eine Potenzreihe
entwickelt werden kann, so gelangt man durch wiederholte Anwendung von Gl. (4.64) zur Spekt-
raldarstellung in Analogie zur fritheren Beziehung Gl. (3.39):

f(Ly,Ly) = 2 [wkt, uk2) f (A1, Ar2)dkidka (Ve , vkl
(4.66)
fLh Ll = lvin, vi2) f (s pa2)dlidls (ugn, wial.

Il

Die Wirkung einer Operatorfunktion auf einen Ket |g) kann in Analogie zu Gl. (3.37), Gl. (3.38)
studiert werden. Fiir eine Operatorfunktion f(L;, L,) erhélt man z.B. (man entwickelt zunéchst
|g) nach Eigenkets von L;, L, und wendet dann die Operatorfunktion an):

lg) = Zf|Ulc17Uk2>dk1dk2<vk1avk2|g>a
k15k2
f(Ly, Ly)lg) = ZZ [ug; uka) f(Ak1, Ak2)dkidkz (v, vk2|g), (4.67)
k15k2 ’
<’Uk1,0k2\9> = ff@kl,Uk2|$10,$20>7”1(5510)7“2($20)d$10d$20<$10,$20|g>
= [f vii(z10)vis(220)9(z10, 220) 71 (210) T2 (220 ) dX10d 220
Bildet man die Bracket von f(L;, Ly)|g) mit dem Bra (1, x2|, so erhilt man
(L1, La)g(x1,20) = f(LlaL2)/ d(x10 — 21)0(x20 — 22)g(x10, T20)dx10dT20 (4.68)

= fo()\kh/\kz)uk1($1)uk2($2)dk1dk2 //U21($10)UZ2(3320)9($1079620)7”1($10)T2($20)d$10d$20-

65



Durch Vergleich der beiden Seiten in Gl. (4.68) ergibt sich die zu Gl. (3.41) analoge Gleichung
f(Ly1, L2)é(z1 — w10)0(72 — 220)

= Zf F(Ak1s Ak2)urr (1) urz (22) v (210) V3o (@20) 71 (210) T2 (220 ) dk1 dEea, (4.69)
k15k2

die man auch direkt aus Gl. (4.66) durch Bilden der Bracket mit (x1, 2|, |Z10, Z20) und Beachten
von Gl. (4.59) hétte erhalten konnen.
Gl. (4.66) kann wieder dazu verwendet werden, um Umkehroperatoren zu ermitteln.

4.6 Die Greensche Funktion ). Umkehroperatoren

Analog zu Gl. (3.43), Gl.(3.44) definiert man G, als Umkehroperator von L; + L, — AL. Unter
Anwendung von Gl. (4.66) erhilt man

[ug1, ug2)dkidks (Vi1 , Vis|
Gy=(L,+L Zf 4.70
RSN (—1 ELA Al kl +A2(k2)} ( )
Die Greensche Funktion ist (x1,z2|G\|210,220) = Ga(x1,x2;T10,T20). Aus G, kénnen wieder

die Eigenwerte von L;, L, LL L; und die Eigenfunktionen dieser Operatoren ermittelt werden.
Integriert man G, in einer komplexen A-Ebene iiber ein Gebiet, in dem alle diskreten Pole er-
ster Ordnung enthalten sind (dabei ist zu beachten, dafl nicht irrtiimlich Verzweigungsschnitte
iiberkreuzt werden), so erhilt man

1
271']

G, d\ = g, ko) (Ve vk

k1,k2

// |uk17uk2>dk1dk2<vk1,vk2| 7l. (471)

Dabei wurde GI. (4.65) verwendet und der Beitrag des diskreten und des kontinuierlichen Spek-
trums getrennt ausgewiesen.

Fiir die Inversion der Summe zweier kommutierender Operatoren gilt unter Bezug auf die
Vollsténdigkeitsrelation Gl. (4.65) und auf Gl. (4.66) (um die Schreibweise zu vereinfachen, soll
angenommen werden, dafl beide Operatoren nur ein diskretes Eigenwertspektrum besitzen):

G= (L, +Ly,)"' = Z (Ly + Me2D) g, upa) (Vi1 vis|

k1,k2

= Z (Lo + Ma L) ™ Hugr, ua) (Vi1 viz|
k1,k2

_ Z |Uk1»uk2 Uk17vk2|

h Akl + k2
15 2
_ f.d (Ly + M)~ Hugr, ure) (vp1, vro
27Tj ot A — A2
_ f Z (Lo + M)~ Hugt, upa) (vp1, vka| (4.79)
2mj A= Ap1 ' '
k1,k2

Aus Gl. (4.72) sieht man, dal man bei der Inversion der Summe L; + L, zweier kommutierender
Operatoren zunéchst einen der beiden Operatoren als Konstante betrachten kann. Die Umlauf-
integrale mit den Bezeichnungen (1), (2) sind jeweils iiber ein Gebiet zu erstrecken, in dem nur
die Eigenwerte von L;, bzw. nur die Eigenwerte von L, liegen.
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Die Losung G|g) des Problems L|u) = |g) erhéilt man als Entwicklung nach Eigenfunktionen
ug1(x1) oder nach Eigenfunktionen ugs(x2), je nachdem, ob man bei der Inversion von L, +L, = L
den Operator L; oder den Operator L, als Konstante betrachtet. Dies soll im nachstehenden noch
erldutert werden: Es soll bei der Inversion L; als Konstante behandelt werden. Damit ist aus
Gl. (4.72)

(z1,22|Glg) = Z (L + A1)~ Mg (1) uz (22) (k1 , vr2|g)
k1,ko
1 (Lo + N) " tugr (1) upa (22) (Ur1, vr2g)
= . 4.
po Y Fysyw (4.73)
) k1,k2

In Gl. (4.73) sind die Brackets (vi1, vr2|g) bekannte komplexe Zahlen, siche Gl. (4.67). Die Losung
Gl. (4.73) 148t sich in folgender Form schreiben:

(w1, 22|Glg) =Y crr(w2)up (21). (4.74)

Die Entwicklungskoeffizienten cg(x2), welche noch von der Variablen x5 abhéngen, erhélt man
durch Vergleich aus Gl. (4.73):

ur2(22) (Vr1, vi2|g) j{ uka(%2) (Vr1, Vk2|g)
_ 4.75
i) kzz Ak2 + Akl 27"] Z (Ar2 + A) (A = Aer)” | )

Durch das komplexe Integral wird die Summe meist in geschlossener Form als Funktion cg (z2)
dargestellt. Damit ist die Losung Gl. (4.74) tatséchlich als Entwicklung nach Eigenfunktionen
ug1(x1) bekannt.

Analog hétte man eine Entwicklung nach den Funktionen wuya(z2) erhalten kénnen,

(w1, 22|Glg) = _ cralar)ura(2), (4.76)

wenn man bei der Inversion von L; + L, den Operator L, als Konstante betrachtet hétte. Die
Koeffizienten cpo(x1) hétten sich wieder analog Gl. (4.75) als Integral in der komplexen A-Ebene
darstellen lassen, welches aber nun alle Eigenwerte von L, hétte umfassen miissen. Wenn es gelingt,
den Integrationsweg in der komplexen A\-Ebene so zu deformieren, dafl er einmal alle Eigenwerte
von L,, einmal alle Eigenwerte von L, umfafit, so hat man effektiv die Darstellung Gl. (4.74)
in die Darstellung Gl. (4.76) umgerechnet. Obwohl die Funktionswerte von Gl. (4.74), Gl. (4.76)
fiir ein Wertepaar (1, z2) natiirlich iibereinstimmen, kann sich doch in Abh#ngigkeit vom Wert
der Koordinaten (x1,x2) einmal die eine Reihe, einmal die andere Reihe als rascher konvergent
herausstellen.
Fiir die Inversion von Operatoren sind noch folgende Sétze niitzlich:

4.6.1 Simultane Eigenkets

Wenn zwei (oder mehrere) Operatoren kommutieren, so haben sie auch simultane Eigenkets. Es
seien Operatoren @, (t=1,2,...,n) gegeben, welche

[Qi’gﬂ :QZQJ _ngi =0, i,j=1,2,...,n (477)
erfiillen. Ein Eigenket |uj) von Ql zum Eigenwert \;x

Q,luk) = Aik|uk) (4.78)
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ist wegen der Vertauschbarkeit von Qi, Qj und somit

Q,Q;lur) = Air @ Jur) = Q,Q u),
@ {@,lu} = {Qlu)}

Q, lur) ~ fu),

Q,lur) = Aji|u)

(4.79)

auch ein Eigenket von Qj zum Eigenwert \jp.

4.6.2 Inversion eines speziellen Operators

Es seien Operatoren P, im abstrakten Raum U; und Operatoren Q im abstrakten Raum Us

gegeben, i = 1,2,...,n. Da sie in verschiedenen Rdumen definiert smd sind sie paarweise ver-
tauschbar:
[71,Q |= ,j=1,2,...,n (4.80)
P, aus Ul, QZ aus Us.

Die Operatoren @, aus Uz sollen ebenfalls paarweise kommutieren (sie besitzen somit simultane
Eigenkets):

[Qi,QJ_} =0, 1,7 =1,2,...,n; Ql aus Us. (4.81)
Dann gilt folgender Satz: Bei der Inversion des Operators [3, S. 266]
L-Yrg (1)
i=1

kann man jeden der Operatoren Qi als einen konstanten Operator A;xf betrachten.

4.7 Die dyadische Greensche Funktion

Es soll hier nur eine kurze Einfithrung in die Probleme gegeben werden (eine ausfiihrlichere Be-
handlung gibt z.B. [8, Bd. 2, S. 1769-1791]). Speziell wird als Beispiel die Anwendung eines
Skalaroperators auf eine Vektorfunktion im dreidimensionalen Raum untersucht.

L|UZ> = ‘gz>7 = 172,3,
(@|Llw) = (Z|g:), (4.83)
Lui(¥) = ¢i(&), wu;i(Z) aus L (homogene Randbedingungen).

ui (%), gi(%), i = 1,2,3 sind die Komponenten von Vektorfunktionen (%) = (x1, xo, x3), §(T) =
G(x1, 2, 23). Der adjungierte Operator L' ist in diesem Fall definiert durch — siehe auch GI. (4.16

6)

3 3

S (lLlui) = 3 (il L o) + f & R(vf u;)dF
i=1 i=1 (4.84)

mit 746’- K(v},u;)dF = 0.
Von gleicher Struktur ist die zu Gl. (4.17) analoge Beziehung. Die Greensche Funktion kann nicht
mehr skalar angesetzt werden; das ist plausibel, weil jede Komponente der Lsung u;(Z) im allge-

meinen von allen drei Komponenten der ,, Ursache® g;(#) abhiingen wird. Fiir die Losung macht
man daher den Ansatz

3
) =Y Gijlgs),  i=1,2,3. (4.85)
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Es gibt nun 9 Greensche Operatoren G, ; (7, j = 1,2,3), welche einen Tensoroperator bilden. Setzt
man den Ansatz Gl. (4.85) in Gl. (4.83) ein, so folgt

(LG;; — di;1)lg;) = 0, (4.86)
und daraus erhéilt man die Beziehungen

LG, = 5ijla Qij =G

Lby; Gji-

(4.87)
Der Greensche Tensor
<f|Qij|fO> = Gij(f» 7o)

ist symmetrisch, die Funktionen gehoren beziiglich Z zu £. Die Losung inhomogener Probleme zu
inhomogenen Randbedingungen erfolgt im Prinzip wie in Abschn. (4.4).
Fiir Vektorfelder lassen sich folgende Randbedingungen vorschreiben:

1. Die Normalkomponente und die Tangentialkomponente des Vektorfeldes am Rand des drei-
dimensionalen Bereichs, oder aber

2. die Divergenz des Vektorfeldes und die Tangentialkomponente der Rotation am Rand des
dreidimensionalen Bereichs.

Es gibt folgende Spezialfille von Vektorfeldern:

1. Longitudinale Felder: Als solche werden Felder bezeichnet, bei denen die Rotation iiberall
verschwindet. In diesem Fall kann als Randbedingung alternativ die Divergenz oder die
Normalkomponente des Feldes vorgeschrieben werden.

2. Transversale Felder: Als solche bezeichnet man Felder, bei denen die Divergenz iiberall ver-
schwindet. In diesem Fall kann als Randbedingung alternativ die Tangentialkomponente des
Feldes oder die Tangentialkomponente der Rotation des Feldes vorgeschrieben werden.
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Kapitel 5

Beispiele fiir Greensche
Funktionen

5.1 Der Laplace-Operator in zwei Dimensionen in kartesi-
schen Koordinaten

Die Randwertaufgabe erster Art sei fiir ein Rechteck 0 < 7 < a, 0 < zo < b zu losen:

02 0?
- (8x%+8x§) w(ry,r2) = g(x1,22),  w#0 am Rand. (5.1)

Nach GI. (4.40) erhélt man die Greensche Funktion aus

2 2
- iz + ig G(w1,®2; T10,220) = 6(z1 — 210)0(¥2 — T20), G =0 am Rand.  (5.2)
Ox{  O0x3

5.1.1 Erstes Losungsverfahren: Ein Operator wird als Konstante be-
trachtet

Zunéchst sind die Operatoren zu definieren. Es sei hier folgende Wahl getroffen: L = L, — L,

Ll : L1:782/8x%, [:1 : ul(xl):O fiir X1 :0, I = a,

(5.3)
LQ : L2 = +82/8x§7 £2 : 'LLQ(ZL'Q) =0 fiir Ty = 0, T = b.

Die Wahl der Vorzeichen ist beliebig, entscheidet aber iiber die sich ergebenden Eigenfunktionen
der Operatoren. Aus Gl. (4.24)-Gl. (4.28) entnimmt man, da§ L; = LL L, = L; erfiillt ist. Die
beiden Operatoren sind vertauschbar, wenn in Anwendung auf eine Funktion u(x1,z2) die Bedin-
gung Ly Lou(xq,x2) = LoLiu(x1, x9) zutrifft (das setzt viermal stetig differenzierbare Funktionen
voraus).

Ferner ist wichtig, dafl die Randbedingungen in £; allein durch die Koordinate x, die in Lo
allein durch die Koordinate zo formuliert werden kénnen: Das trifft nur dann zu, wenn die Grenzen
des betrachteten Bereichs mit ,,Flichen“ x; = const zusammenfallen (eine wichtige Voraussetzung
fiir die analytische Losbarkeit von Randwertaufgaben!).

Es kann daher wichtig sein, nichtkartesische Koordinatensysteme zu studieren und zu priifen,
ob die Grenzen von Bereichen nicht in unkonventionellen Koordinatensystemen durch Koordina-
tenflichen x; = const angenéihert werden kénnen (eine Ubersicht iiber solche Koordinatensysteme,
die wichtigsten Differentialoperatoren und deren Eigenfunktionen bietet [7]).

Bei der Inversion des Operators L = L; — L, soll L, als Konstante betrachtet werden. Gl. (5.2)
wird eine gewohnliche Differentialgleichung, in der L, als eine Konstante aufgefait wird.

d*G

W — L2G = 6(.’171 — .’1?10)5(.’)3‘2 — .1720), G=0 fur r = 0, 1 = a. (54)
1
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Die Losung kann nach der Methode von Gl. (2.52) gefunden werden; dabei ist zu beriicksichtigen,
dafl im Sprung der ersten Ableitung noch der Faktor 6(ze — 299) vorkommen muB. In Analogie zu
Gl. (3.76)-Gl. (3.77) kann die Greensche Funktion mit den Beziechungen

hi(z1) = sin(x1v/La ), ha(x1) = sin[(a — x1)v/La],
K(hl, hg) = hghll — hlhé = \/Esin(a\/fg)

sofort angeschrieben werden:

(5.5)

Sin(]}lx/ L2 ) sin[(a — mlo)\/ L2 ](5(%‘2 — l‘go) 0 <
V' Ly sin(av/Ly ) ’ =TS o
G(xla :1:27 xlOa :1:20) - Sln(zlom) Sin[(a . .Tl)\/E](S(I’Q o 1’20) (5.6)
V' Ly sin(ay/Lo )
Jetzt ,erinnert® man sich daran, dafl Ly ein Operator ist. Gl. (5.6) ist von der Form f(L2)d(zo —

Z20), wobei f(Lg) eine Funktion ist, die sich in eine Potenzreihe von Ly entwickeln ldfit. Der
Ausdruck ist durch Gl. (3.41) erklért; es miissen daher die Eigenfunktionen ugo(z2), vge(z2) (Ei-

) r10 < 71 < €.

genfunktionen von L, Lg = L,) ermittelt werden.
Die Eigenfunktionen von Lo sind Losungen von

d2uk2(x2)

dx% = )\kgukg(l‘g), ’U,kQ(O) = ukg(b) =0. (57)

Aus den Randbedingungen erhilt man fiir die Eigenfunktionen und die Eigenwertgleichung

Ukz(.i?g) = CSinh(JCQ\/R),
0 = sinh(byAr2). (5:8)

Um positive, reelle Eigenwerte zu finden, setzt man Ayz = n?, n reell. Aus sinh(bn) = 0 folgt
die Losung Az = 0: Sie ist kein Eigenwert, weil Gl. (5.7) fiir Ay2 = 0 nur die triviale Losung
u2(w2) = 0 besitzt. Die Probe nach negativen, reellen Eigenwerten erfolgt, indem man Ao = —n?,
n reell setzt. Aus sinh(jbn) = jsin(bn) = 0 erhilt man die Eigenwerte

k2m?

Mg =—n’ =~ k=12... (5.9)

und die normierten Eigenfunktionen

ur2(22) = vp2(22) = %Sin (kzxg) ~ (5.10)

In Anwendung von Gl. (3.41) erhilt man unter Beachtung von Gl. (5.9), Gl. (5.10)
> jkm\ 2 . [(kmxs\ . [ kmxog
F(v/'L2)d(x2 — x20) :;f(b> bsm( 7 )sm< 5 . (5.11)

Mit Gl. (5.11) erhélt man aus Gl. (5.6) die gesuchte Greensche Funktion

oo 2sinh (4522 sinh [ Ere70) | in (4522 ) sin (b0

. Ta 3 0 S r1 < 10,
G=1 k=1 km sinh (kT) -
o 2sinh (k%f“’) sinh [@} sin (k“—bm) sin (k%f%)
< a.
k=1 k7 sinh (k—ga) , To<z1<a

Wie in Abschn. (4.6) erldutert, ergibt sich die Greensche Funktion als eine Reihenentwicklung nach
den Eigenfunktionen wugs(z2), weil Lo bei der Inversion als Konstante betrachtet wurde.
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Hétte man bei der Inversion L; als Konstante betrachtet, so hétte man als Ergebnis eine
Greensche Funktion erhalten, die aus Gl. (5.12) resultiert, wenn man folgende Vertauschungen
vornimmt: a <> b, x1 <> Za, T19 <> Too. Diese beiden Greenschen Funktionen liefern identische
Funktionswerte, aber weil die Variablen einmal als Argumente von Winkelfunktionen, einmal als
Argumente von Hyperbelfunktionen vorkommen, ist die Konvergenz der Reihen verschieden gut
und von der Wahl der Punkte (1, z2), (10, x20) abhiingig.

5.1.2 Zweites Losungsverfahren: Direkte Inversion des Operators
Fiir die Operatoren wird folgende Bezeichnung verabredet: L = L; + Ly, mit

Ly : Ly = —0%/0x3, L uy(xq)
Ly : Ly = —0?%/022, Lo: uz (w2

fiir x1 =0, 1 = a,

0
(5.13)
0 fiir xzo =0, o2 = b.

\/

Die Eigenfunktionen und Eigenwerte dieser hermiteschen Operatoren sind

2 . kymx k22
Uk1(x1):11k1($1):\/25m< 1a 1>, Ak1=;72, k1 =1,2,...,

2 . [ kamxs k3m? (5.14)
uga(x2) = vpa(ze) = 3 sin 2 . Apo = R ko=1,2,...

Aus G = L™ ! folgt (siehe auch GI. (4.72)) in Anwendung von Gl. (3.41)

G(x1,72; 10, 720) = (L1 + L2) "' 0(z1 — 210)8(22 — 220)

o(
(bizes) in (E2722) i (Bazen) gin (Eamem)
! |

Z Z4absm
272 222
Pt kim2b? + kim2a

(5.15)

In diesem Fall erhilt man die Greensche Funktion als Doppelsumme. Wenn man eine dieser Sum-
men durch komplexe Integration aufsummiert (etwa mit Hilfe der Funktion von Gl.(3.30)), so
ergibt sich die Greensche Funktion in der Form GI. (5.12) oder in der durch Vertauschung a <> b,
T1 > XTo, T10 <> Tog sich ergebenden Form.

5.2 Der Laplace-Operator in ebenen Polarkoordinaten

Es ist die Differentialgleichung

10 ow 1 0%w

_A )= p ) - = — L), ,0)=0 5.16
w(p, ¢) > 9p (p ap> 7 0,7 9(p, @), wla,p) (5.16)
zu 16sen. Als Bereich ist ein Kreis 0 < p < a, 0 < ¢ < 27 vorgegeben. Die Greensche Funktion ist
— siehe Gl. (4.3), Gl. (4.6) — eine Losung von (p # 0)

10 < 8G>_ 1 9°G 1

P ;67)2—;5@—%)5@0—900), G =0 beip=a. (5.17)

pop

Wenn man den Operator in Gl. (5.17) als einen Operator der Form L = Ly + Lo auffaft, so sieht
man, dal Ly, Lo nicht vertauschbar sind. Bei der Inversion von L kann daher die Strategie von
Gl. (4.72) nicht angewendet werden.

Der Operator 143t sich aber in der Form von GI. (4.82) schreiben, wobei auch die Bedingungen
Gl. (4.80), Gl. (4.81) erfiillt sind:

10 ) 1
P1:—8<Pa>7 P =—,
L= PiQi + PQo, pop N\ op P

Q=1 Q2= —

(5.18)
2’
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Bei der Inversion des Operators L konnen (1, Q2 als Konstante betrachtet werden. Es ist zweck-
miBig, den Operator Qs als eine Konstante ¢? zu betrachten. Man erhilt fiir G eine gewohnliche
Differentialgleichung der Form

1d ( dG q* 1
LG =——— p) =G ==5(p—po)d(p — o). 5.19

pdp \" dp) = p? p ( ( (5.19)
Die Inversion von L kann angegeben werden, wenn §(p — pg)/p nach Eigenfunktionen von L

entwickelt wird, siehe Gl. (3.41). Das Eigenwertproblem lautet

2
[—;jp (pjp) + Zz} up(p) = Agur(p), wur(a) =0; wuk(0) endlich. (5.20)
Aus Gl. (2.26), Gl. (2.27)und Gl. (2.35) sieht man, daf der Operator von Gl. (5.20) selbstadjungiert
ist: Es sind reelle Eigenwerte zu erwarten, ferner gilt ui(p) = wvi(p), die Eigenfunktionen des
Operators und des adjungierten Operators sind identisch.
Gl. (5.20) ist die Besselsche Differentialgleichung. Lésungen, die bei p = 0 endlich sind, sind
die Besselfunktionen g-ter Ordnung

urk(p) = CrJg(pV/Ar)- (5.21)

C ist eine Normierungskonstante. Die k-te Nullstelle von J,(x) werde mit ag, bezeichnet. Die
Eigenwerte folgen aus der Randbedingung;:

(6%
up(a) =0 = Jo(av/ M) = Jo(age), A= —2, k=12,... (5.22)

Somit lauten die Eigenfunktionen

(6%
un(p) = velp) = Cudy (“2£), k=12, (5.23)

Die Normierungskonstante folgt aus der Forderung (uy|v;) = dy;. Nach Gl. (2.13) ist zu beriicksich-
tigen, dafl die Gewichtsfunktion r(z) hier p ist, siche Gl. (5.20). Unter Benutzung eines speziellen
Integrals fiir Besselfunktionen folgt aus Gl. (5.23)

a

(uel) = [ w(oun(p)pdp = C2% 0y a8 (524

Die normierten Eigenfunktionen sind somit die Funktionen

uk(p):vk(p):\/m, k=1,2... (5.25)

Die Vollsténdigkeitsrelation Gl. (3.11) lautet:

80— po) _ o= 2 (“42) T, (22
(p PO)ZZ ([aJ;()aqk)(]z )

{plpo) = (5.26)

k=1

Setzt man GI. (5.26) in GI. (5.19) ein, wendet auf die Gleichung von links den Operator L=! an
und beachtet Gl. (3.41), Gl. (5.22), so erhélt man fiir die Greensche Funktion das Zwischenergebnis

— 71 M _ _ = 2Jq (%)Jq (%)5(80—800)
G=1 { ; ]é(w @0)—; RAIE : (5.27)
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Jetzt ,erinnert“ man sich daran, daf8 ¢ keine Konstante ist, sondern daf§ ¢ = Qy = —9%/9¢? als
Operator auf §(¢ — ¢o) angewendet werden muf. Dazu mufl (¢ — ¢p) nach Eigenfunktionen von
Q)2 entwickelt werden. Die Eigenfunktionen folgen aus

_dzimy) = At (9), U (0) = wn(27),  ul, (0) = ul, (27). (5.28)
¥

Der Operator von Gl. (5.28) ist fiir periodische Randbedingungen selbstadjungiert (sieche Ab-
schn. (2.3), Anmerkung nach GI. (2.35)). Die Losungen lauten

U (@) = CppedPVAm A =m2, m=0,+1,+2,... (5.29)
Am = 0 ist tatséchlich ein Eigenwert, weil eine nichttriviale Losung ug(p) = Cy existiert. Die
normierten Eigenfunktionen von Q = —d?/dp? lauten:
1 .
U (P) = U () = —=€"™? m=0,+1,42,..., A\, =m> 5.30
(%) ) N (5.30)
Die Vollsténdigkeitsrelation Gl. (3.11) ist
+00 1 +o0 i )
(e — o) = m;m U (0) 0y, (00) = o m;w e/, (5.31)
In Gl (5.27) kommt die , Konstante“ ¢ = /@2 vor. Wegen Gl. (3.41), Gl. (5.30) gilt
F(WVQ2)6(p — o) = [(a)d(p — #0) Zf () v (0)
(5.32)
= 5 Z F(m)eim(e—eo)

Setzt man Gl. (5.31) in Gl. (5.27) ein und geht analog Gl. (5.32) vor, so erhélt man die Greensche
Funktion

> ) Jim (amkPO) edm(¢e—¢o)
G(p; ¥ po, 5.33
(p, 3 po, ¢o) ;m_z_:oo T lcmed " (Cmi) ]2 ( )
5.2.1 Der Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten
In Zylinderkoordinaten lautet der Laplace-Operator
10 0 1 02 0?
p Op (pap) p? 0p? 027 (5:34)

Da 0?/0z% mit den anderen Operatoren vertauschbar ist, kann man diesen Operator bei der
Inversion von L als eine Konstante —92?/92z? = A betrachten. Zu invertieren ist demnach der
Operator

10 0 1 02
b= () A (5:39)

Er ist von der Form Gl. (4.82) mit L = PiQ1 + P2Q2 + P3Q3, wenn man die Operatoren wie folgt
festsetzt:

P1:_18<a>a P2:i7 P3:Aa

pop \"ap p? 52
Q1=1, sz—aisogv Q3 =1

(5.36)
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Diese Operatoren erfiillen die Bedingungen Gl. (4.80), Gl. (4.81), und daher kann man bei der
Inversion von L auch @5 als Konstante Q2 = ¢ betrachten. Man erhélt fiir die Greensche Funktion
eine gewohnliche Differentialgleichung analog Gl. (5.19):

1d ([ d\ . ¢ 1
LG = [—pdp ( dp) et A} G = ;5(p = £0)0(p = ¢0)8(z — 20), (5.37)

welche mit der soeben demonstrierten Methode gelost werden kann.

5.3 Der Laplace-Operator in drei Dimensionen

Um das Problem

0? 02 9?
- (6.’17% + 875(}% + 81‘%) w($1,$2,1‘3) = g(xl,:cg,xg) (538)
zu 16sen, soll vorausgesetzt werden, daf sich die Ursache g(z;) im Endlichen befindet. Wegen der
Normierbarkeit von |w) muf |w(Z)|? iiber den ganzen Raum integrierbar sein (also im Unendlichen
wie 1/(|Z|*T®) verschwinden, o > 1). Die Greensche Funktion ist die Lésung von

0? 02 9?

Die drei Teiloperatoren kommutieren paarweise. Die Inversion soll direkt nach dem Muster (siehe
auch Gl. (4.72))

U1, uk2, urs)dkidkadks Vi1, vk, vis|
G= (L, +Ly+ L) 5.40
(Lo + Ly + L) ¥¥¥ A (k1) + Ao(k2) + Ag(ks) (5.40)
erfolgen. Die Eigenfunktionen des selbstadjungierten Operators L1 = —0%/0x?% (analog fiir Lo,
L3) folgen aus
dPup (x
Lyugy (1) = —% = Aprtga (1) (5.41)
1

Die Eigenfunktionen sollten quadratintegrierbar sein, also fiir |z1| — oo hinreichend schnell gegen
Null gehen. Als Losungen verwendet man die Funktionen

1 .
u(kr,z1) = v(ki,21) = ﬁeﬂﬁ:ﬁ’ Akl = k‘%, —o00 < k1 < 0. (5.42)
Wir merken dabei vor, dafl wir — wenn dies an einer Stelle der Rechnung notwendig erschei-
nen sollte — &y einen ,kleinen“ Imaginérteil mit einem die Konvergenz erzwingenden Vorzeichen
verleihen. Die Eigenfunktionen Gl. (5.42) sind normiert, weil mit Gl. (3.5), Gl. (1.23) gilt

+00 +oo
1 .
(ugn [orr) = / (ko 1) = 5 / kDT g 51y — ). (5.43)

Die Vollstandigkeitsrelation Gl. (3.11) lautet
+oo

1 .
(5(3?1 - .1310) = /u(lﬁ,l‘l)v*(lﬁ,xlo)dkl = ﬂ / ejkl(rl_xm)dkj. (544)

Es gilt

+oo
f(L1)5(m1—x1o)=/f()\kl)u(kl,xl)v*(kl,xlo)dkl:% / f(ED)em@=z0) e, - (5.45)
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Fiir die Eigenfunktionen der Operatoren Ly = —0%/0z3, Ly = —0%/0x3 gelten zu Gl (5.41)-
Gl. (5.45) analoge Beziehungen. Unter Benutzung dieser Beziehungen erhélt man fiir die Greensche
Funktion Gl. (5.40) mit der Bezeichnung Eé(kl, ko, k3)

+o0 -
oL 1 expljk - (¥ — &
G(Z, 7)) = oy / / / E /;’(2 O iy iy s, (5.46)

Man beachte, daf§ das Ergebnis Gl. (5.46) auch aus einer dreidimensionalen Fourier-Transforma-
tion von GIl. (5.39), algebraischer Berechnung des Fourier-Spektrums von G und anschliefender
Riicktransformation gefolgt wire.

Gl. (5.46) wird integriert, indem man im k-Raum Kugelkoordinaten einfiihrt; als Poldistanz 1
wiihlt man den Winkel zwischen den Vektoren k, Z — Z, (siehe auch GL. (4.7)):

k2 =k? = k3 + k3 + k3,
dkydkadks — k2 sin9dkdddyp, (5.47)

k- (% — ) = k|Z — T cos V.

Man erhélt:
1 2m T e’}
G(Z,%y) = @) /dgp/sinﬁdﬁ/exp(jk\ff:?0|cosz9)dk
0 0 0
+1

1 OOsin(k|f— %ol) 1 sin &d¢
= 53 ————dk =
272 k|Z — Zo| 22| — T 13
0
1
5.48
A |% — T (5.48)

In der Elektrotechnik gilt fiir das Potential die Gleichung (Poisson-Gleichung, p ist die Raumla-
dungsdichte)

_A@(f) = @

: (5.49)

Die Losung Gl. (4.43) fiir homogene Randbedingungen im Unendlichen (¢ = 0 fiir |#] — oo) lautet
unter Verwendung der Greenschen Funktion Gl. (5.48)

() = / ﬂd%. (5.50)

47T8|f—fo|

5.4 Die Wellengleichung

Es sei die Losung der inhomogenen Wellengleichung
0? 02 0? 1 62
=+ — S | w(E@t) = g(Ft 5.51
(a:ﬁ * ox3 + 0% 2 3152) w(@t) = 9(%1) (5:51)

gesucht. Die ,,Ursache” g(Z,t) sei im Raum und in der Zeit von endlicher Ausdehnung. w soll fiir
|Z] = oo verschwinden. Die Greensche Funktion folgt aus

102 I S o
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Beziiglich Z gilt dieselbe Randbedingung wie in Gl. (5.39); ferner mufl die Greensche Funktion
kausal sein, d.h. G =0 fir t — ¢y < 0.
Die Operatoren Ly, Ly, L3 werden wie in Abschn. (5.3) definiert. Mit

1 92
Ly= 2o Lyu(w,t) = Au(w, t) (5.53)

ergeben sich die normierten Eigenfunktionen des ebenfalls selbstadjungierten Operators L,

u(w,t) = v(w,t) = \/%ej”t, Aw = —i—j, —00 < w < 0. (5.54)
Analog Gl. (5.44), Gl. (5.45) erhélt man
) +o00
o(t —to) = /u(w,t)v*(w,to)dw =5 eI (t=t0) gy,
. i (5.55)
F(L4)S(t —tg) = /f(Aw)u(w,t)v*(w,to)dw - % / f (-Z) eTt=t0) g

Jetzt wird der Operator L = Ly + Lo + L3 + Ly invertiert. Die Losung fiir G kann in Analogie zu
Gl. (5.46) sofort angeschrieben werden:

+oo -
- 1 exp[jk - (& — Zo) + jw(t —to)]
C@EtF0t) = G / / / / R dky dhadisdss
+00 +oo
62 P o o ejw(tfto)dw
- _ jk-(Z—20)
7(271_)4 // dkldkgdk‘;ge / (w T ck)(w — Ck) . (556)

Das Integral ldngs der reellen w-Achse ist nicht existent, da der Integrand Pole erster Ordnung an
den Stellen w = +ck aufweist. Um ein Konvergieren der Losung fiir ¢ — oo zu garantieren, miifite
w in Gl. (5.54) einen kleinen positiven Imaginirteil aufweisen. Man kann sich wie in Abschn. (2.5.3)
aber auch so behelfen, dafl man das Integral in der Umgebung der Pole so interpretiert, dafl die
gewiinschte kausale Greensche Funktion resultiert. Durch Vergleich mit Gl. (2.58) — (dort mufite
die Losung fiir z — g < 0 verschwinden, hier fiir t — t; < 0; die richtige Interpretation des
Integrationsweges war dort das Umgehen des Pols unterhalb der reellen Achse) — ergibt sich, dafl
bei der Integration iiber die reelle w-Achse die beiden Pole unterhalb der reellen Achse zu umgehen
sind. Fiir t —tg < 0 kann dieses Integral berechnet werden, indem man es zu einem Umlaufintegral
iiber die untere w-Halbebene ergénzt: Es hat den Wert Null, da keine Pole umschlossen werden;
das Integral iiber den unendlich grofien Halbkreis verschwindet, da der Integrand fiir |w| — oo wie
exp(—|w||t — to|) verschwindet.

Fiir t — ty > 0 kann man das Integral durch Ergéinzen zu einem Umlaufintegral in der oberen
w-Halbebene berechnen: Es verschwindet auf dem unendlich grofien Halbkreis wie exp(—|w]||t—1to]),
der gesuchte Wert des Integrals ist 27j mal der Summe der Residuen an den Stellen w = *£ck.
Somit folgt aus Gl. (5.56)

G(fat;fﬂatﬂ) =

+oo
2 . jek(t—to)  p—jck(t—to)
- _<27r>// / dhy dkpdkse?™ T2 H (t — ty) | © -2 . (557)

2ck 2ck
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Das Integral iiber den k-Raum wird mit Gl. (5.47) wieder auf Kugelkoordinaten transformiert,

27 +1 o
G = —Z(g;)gH(t—to)/dcp/d(cosﬁ)/ejklﬁ_fo‘ww%sin[ck(t—to)]kdk
o 1 0
c Oo2j sin[k|Z — Zo|] .
= H(t -t — k(t —to)]kdk
a1 [ e ekt o)

_ cHl-t) 2 /sin[k;c(t — to)] sin[k|@ — Zo|]dk. (5.58)

Am|Z — To|
0

Das Integral wurde bereits in Gl. (3.93) berechnet. Beriicksichtigt man noch die Beziehung §(ax) =
d(x)/a, so erhiilt man die Greensche Funktion

o H(t—t T— 3 T — 7
G(I,t;xo,to) = él’]rl(f—[;j)o)||:6<t_t0_|co|>_6<t_to+| c 0|):|
H(t—1 T — T
_ W6(t—to—w>. (5.59)
4m|Z — x| c

Die letzte Form ergibt sich daraus, da§ wegen ¢ —ty > 0, |& — Zp|/c > 0 das Argument der zweiten
Deltafunktion nie den Wert null annehmen kann. Die Losung von Gl. (5.51) in der Form Gl. (4.43)
lautet daher

w(Z,t)

// G(Z,t; 2o, t0)g(Zo, to)dVodty

|Z—%o|

g ($10,$207$307t - )
/// = = dI10d$20dI30. (560)
A|Z — T

Wie man sieht, kann eine Wirkung am Ort & zufolge einer Ursache am Ort & erst zu einem
Zeitpunkt entstehen, der um die Laufzeit |Z — Zo|/c spiter liegt als der Zeitpunkt, zu dem die
Ursache tétig war.

5.5 Die eindimensionale Wirmeleitung

Die eindimensionale Wirmeleitungsgleichung ohne Wirmequellen (homogenes Problem) ist zu
losen. Gegeben ist die Temperaturverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0, w(z,0) = wo(x). Fiir |2| — oo
soll w(x,t) = 0 sein.

2
(882 - aQ;) w(z,t) =0, w(x,0)=wy(z), w— 0 fir|z] = oo, t = 0. (5.61)
x

Die Greensche Funktion zu homogenen Randbedingungen ist die Losung von

9?2 5 0
Freie a 5 G(z,t;z0,t0) = 0(x — x0)d(t — to),

G=0 firt=0,|z|— oo, t = 0.

(5.62)

Bei der Inversion wird der Operator L; = —§%/9z? als Konstante betrachtet. Es bleibt fiir G die
gewOhnliche Differentialgleichung

dG Ly

1 ..
+¥G= —ﬁé(m—xo)é(t—to), G=0firt=0, (5.63)

dt
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deren Losung im Bereich ¢ > 0 gesucht wird. Analog zu den Uberlegungen von Abschn. (2.5.4),
Gl. (2.65), Gl. (2.66) erhélt man

0, 0<t<t,
G = , 0 (5.64)
Cexp(—Lit/a*), to <t < o0.

Die Integrationskonstante C erhélt man, indem man GI. (5.63) iiber eine auf t; zentrierte e-
Umgebung integriert und den Losungsansatz Gl. (5.64) verwendet:

gi_r}%)[G(to +¢) = G(tg — )] = Cexp(—Litg/a®) = —6(x — x0)/a>. (5.65)

Setzt man die Konstante C in Gl. (5.64) ein, so erhélt man die Greensche Funktion

H(t—-1
G(z,t;xg,t0) = —Meh(to_t)/“z‘é(x — Zp). (5.66)
a
Jetzt ,erinnert” man sich daran, da§ L; = —9? /92?2 ein Operator ist; seine Wirkung auf §(x — z¢)

wurde bereits in Abschn. (5.3), Gl. (5.41)-Gl. (5.45) untersucht:

“+o0
§(x — x0) = % / eI @=20) d f(L1)d(z — o) / f(k?)elk@=20) gk, (5.67)

—0o0

Setzt man in Gl. (5.66) ein, so folgt

+o00
H(t—1 t—
G(x, t;x0,t0) = _Ht—t) / exp | —k? O 4 jk(z — o) | dk. (5.68)
2mwa? 2
Unter Verwendung der Integralformel
+o0 9
/ exp[—cik? — 2cok]dk = ﬁexp (Cg) , ¢ >0, (5.69)
C1 1

erhélt man das Ergebnis

H(t —tp) [az(x—xo)T

G at; 7t =
(%70, to) I t—to) P At —to)

(5.70)

Die Losung von Gl. (5.61) folgt aus Gl. (4.43) mit dem Konjunktvektor Gl. (4.34), wobei spéter die
Koordinaten x1, x> durch x,t zu ersetzen sind:

0K 8K
w(zy,x2) = // ! 2 ) dyodaa,
8””10 ax?o (5.71)

K; = —,—a’
(G,w) < pra 6951’ a”Gw

Aus Gl (5.71) folgt:

+oo [es)
_ 0 ow oG 0 9
w(x,t) = — / dxo/dto {8:100 [Gaxo a$o] + 870[ a Gw]} (5.72)
—oo 0
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Der erste Anteil des Integranden liefert keinen Beitrag, weil nach Integration iiber xy sowohl G
als auch w bei zg = £oo verschwinden. Der zweite Term des Integranden liefert den Beitrag

+oo
w(z,t) = a2/ [G(a:,t;wo,to)w(mato)mﬁi?dxo

— 0o

+o0o
= —az/G(x,t;xo,O)wo(xo)dxo

(x — 1)

+oo
H(t)
V2r(3t/a%) [ wotanress { 2(2t/a?)

] dao. (5.73)

Damit ist die Temperaturverteilung w(z,t) gefunden, welche fiir ¢ = 0 durch wy(z) gegeben war.
Fiir einen anfinglichen ,, Temperaturimpuls® wo(x) = §(z—x1) ist w(z,t) eine auf x = x zentrierte
GauBfunktion mit der Varianz o2 = 2t/a?.

5.6 Die Helmholtzgleichung
Fiir harmonische Vorgénge

w(Z,t) = w(Z) exp (jwt), g9(Z,t) = g(Z) exp (jwt) (5.74)
erhélt man aus der Wellengleichung Gl. (5.51) die Helmholtzgleichung

—(A+ kw (@) = g(2), ko = (5.75)

w
c

Die Greensche Funktion kann durch Einsetzen von Gl. (5.74) in die Losung der Wellengleichung
GI. (5.60) erschlossen werden:

+o0 . . N
w(a‘c’) = /// g(xO) £Xp (—jk‘o|l‘ — x0|)d3710d.1320d$30 = /G(f, fo)g(fo)dVo. (576)

47T|f—fo‘

— —

Es gilt somit fiir die Lésung von —(A + k2)G = 6(Z — Zp):

oo _ exp (—jkolZ — %)
G ay) = Ll (5.77)

5.7 Tensoroperatoren

Im folgenden gilt die analytische Schreibweise (siche Bemerkung vor Gl. (4.15)). Das zu 1sende
Problem laute

L¢j|uj> = |g:), (5.78)
oder, als Differentialgleichung geschrieben

(T|Lyjluz) = (Flgi) = Liju;(T) = g:(%)- (5.79)
Mit dem Losungsansatz (dem inversen Operator)

ui) = Gyjlg5) (5.80)
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erhélt man aus Gl (5.78) (man beachte, dafl in der analytischen Schreibweise jeder Index in ei-
nem Ausdruck hochstens zweimal vorkommen darf, wobei {iber doppelt vorkommende Indizes zu
summieren ist)

L;;Grlgx) = 1gi) = dinl|gr),
und somit die Gleichung fiir den Umkehroperator (ein Tensor zweiter Stufe):
Lijgjk = dird. (5.81)

Durch Bilden von Matrixelementen dieses Ausdrucks folgt die Differentialgleichung fiir die Ele-
mente des Greenschen Tensors

(#|L;;G 1 To) = 0ir(Z|T0) = LijGir (T, To) = 6ikd(T — Zo). (5.82)

Die Losung des Problems lautet somit:

ui(T) = (Zlui) = (F|G;l95) :/<fIQiijo>d%<folgj> :/Gz‘j(f, Z0)9;(Zo)dVo (5.83)

5.8 Das elektromagnetische Feld
Als Beispiel fiir das praktische Verfahren bei der Losung von Differentialgleichungen, bei denen

Tensoroperatoren auf Vektoren angewendet werden, wird im folgenden das elektromagnetische
Feld behandelt (Strahlung, gesteuert von einem Strom). Aus den Maxwellgleichungen

OE(Z,t) -

rotH(Z,t) = o, + (@),
¢ (5.84)
- OH (Z,t)
tE(Z,t) = —po——m—>
rotE(Z,t) Ho—p
folgt mit dem Ansatz Gl. (5.74) fiir harmonische Vorgiinge das Gleichungssystem
rotH(Z) = 'wsﬁf+jf,
ﬂ( ) Jjweo (ﬁ) (%) (5.85)
rotE(Z) = —jwpoH (),
und nach Eliminieren von H (Z)
rotrot E(Z) — k2E(Z) = —jwpoJ (7). (5.86)
Ist nach Losen dieser Differentialgleichung E(Z) bekannt, 1Bt sich auch H = —rotE/(jwpuo)

berechnen.

Fiir die folgende Rechnung werden noch einige Beziehungen in analytischer Schreibweise beno-
tigt. Die Komponenten der alternierenden Tensordichte (ein Tensor dritter Stufe, auch Levi-Civita-
Tensor genannt) lauten in einem rechtshiindigen kartesischen Koordinatensystem

0 fiir 2 oder mehr Indizes gleich,
Eijk = 1 fiir 4, j, k = 123 oder zyklische Vertauschungen, (5.87)
-1 fiir 4, j, k sonst.

Eine wichtige Beziehung zur Umformung analytischer Ausdriicke (sie ist die abstrakte Form des
Grassmannschen Entwicklungssatzes fiir das Ex-Ex-Produkt von Vektoren, durch Einsetzen spe-
zieller Werte fiir die Indizes zu verifizieren) lautet:

Eijk€kpq = 51‘1,(53‘,1 — 5iq6jp. (588)
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Unter Verwendung der bereits in Abschn. (4.2) eingefithrten Abkiirzung fiir den Nablavektor, 9; =
0/0x; ergibt sich als Beispiel folgende Gegeniiberstellung von Ausdriicken in symbolischer und in
analytischer Schreibweise:

divA DAy,

rot A €ijk0; Ak,

AA 0;0; As, (5.89)
grad A 0; A,

rotrot A = graddivA — AA €ijk0iErpgOpAg = 0;0;A; — 0;0; A;.

Die Differentialgleichung GI. (5.86) lautet somit in analytischer Schreibweise und in Analogie zu
der in GI. (5.79) verwendeten Schreibweise

(ogkenadidp — K010 By (8) = —juopo i(#) = LigBy(&) = g:(&). (5.90)

Die Komponenten des Greenschen Tensors (des Umkehroperators dieser Differentialgleichung)
erfiillen nach Gl. (5.82) folgende Gleichung;:

LigGae(%,70) = 0:i6(T — To)
- (Eijkgkpqa 6 kO(;“Z)qu(f g_":0) oL (591)
= [(0ipdjq — 52!15]12)6 Op — — kg 0iq)Gqe(Z, To)
= (0,04 — 0;40;0; — koézq)qu(:v Zo).
Fiir die Losung macht man den Ansatz
qu(f, fo) = (5qg + — 3 (9()) (f, ﬂo). (5.92)

Die Gleichung wird sukzessive vereinfacht:

8:40( —

8
o
N

I

(&@%@@%%ﬁ@¢+ a@)(a%)

= @@w@m@rwww+;@w@@—wa@@a 8@)(%%)
0 0

—8:0(0;0; + k3)G(&, Ty).
Die gesuchte Funktion G(Z, &y) ist die Losung der Helmholtzgleichung
—(A+k3)G(&, Zo) = 6(% — o), (5.93)

die bereits in Gl. (5.77) angegeben wurde. Der gesuchte Greensche Tensor Gl. (5.92) zur Losung
der Differentialgleichung Gl. (5.90) ist somit

(—jkolZ — o)
47T|f—fo| '

Gi; (@, 20) = (5ij + 2 0;0; ) P (5.94)

In symbolischer Schreibweise wird diese Beziehung folgendermafien geschrieben (ein Doppelpfeil
iiber einem Zeichen bezeichnet einen Tensor zweiter Stufe):

ooy (9,1 exp (—jko|Z — Zo|)
G (%,70) = (I +k(2) VV) RN (5.95)

Der Ausdruck VV ist ein dyadisches Produkt (transformiert sich wie ein Tensor zweiter Stufe), I
bezeichnet den Einheitstensor.
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Durch Einsetzen von Gl. (5.94) in Gl. (5.83) erhélt man fiir die Differentialgleichung Gl. (5.90)
die Lésung

A . = B 1 Y exp(—jkdf—fo\)
Ei(Z) = —jwuo / J;(Zo) (5” + R 825]) T — 7o) dVy. (5.96)

Damit kann auch H = —rotE/(jwug) berechnet werden.
Eine Erweiterung auf sogenannte chirale Medien mit den komplizierteren Materialgleichungen

D = 5E’—jm/6ou0ﬁ, (5.97)
B = jn./souoﬁ+uﬁ

ist in [6] angegeben.

5.9 Anmerkungen zur analytischen Schreibweise der
Tensorrechnung

(Dieser Abschnitt ist als Zusatzinformation fiir Interessierte gedacht, er wird bei der Priifung nicht
verlangt)

Vorausgesetzt sei hier ein dreidimensionaler Raum mit kartesischen Koordinaten (eine erschopfen-
de Behandlung der Tensorrechnung mit Erweiterung zu multidimensionalen Rdumen und krumm-
linigen Koordinaten siche [12]. Indizes kénnen die Werte 1,2,3 annehmen. Die Stufe eines Tensors
erkennt man an der Anzahl der verschiedenen einfach vorkommenden Indizes. So bezeichnen Ele-
mente

A, Ai, Aij, Aijk, Aijkey - - - (5.98)

Groflen, die sich bei einer Koordinatentransformation wie Tensoren nullter Stufe (Skalare, bleiben
invariant), erster Stufe (Vektoren, 3 Komponenten), zweiter Stufe (9 Komponenten), dritter Stufe
(27 Komponenten) usw. transformieren.

Ferner gilt die Summierungskonvention, das heifit, daf§ {iber Indizes, die in einem Ausdruck
doppelt vorkommen, iiber die Werte 1, 2, 3 summiert wird (kommt ein Index in einem Ausdruck
ofter als zweimal vor, dann hat man sich irgendwo im Gang der Rechnung verschrieben, weil das
unmoglich ist).

Ein Beispiel:

3

Agir, = Z Ajir, = Av1r + Aoop + Assi = By, (5.99)
i1

Da das resultierende Gebilde einen einzigen einfach vorkommenden Index enthilt (siche Regel
oben), transformiert es sich wie ein Vektor. Der Vektor ist also aus einem Tensor dritter Stufe A,y
hervorgegangen, indem man die Indizes ¢ = j gesetzt hat (die Operation heift auch Verjiingung
eines Tensors).

Einige Beispiele sollen die Schreibweise erldutern. Wenn moglich wurde die entsprechende sym-
bolische Schreibweise fiir den Ausdruck hinzugefiigt (das Symbol = bedeutet ,entspricht):

A;Bi=C=A.B=C

Die Operation entspricht dem inneren Produkt zweier Vektoren (dot-product), das Ergebnis ist
ein Skalar.

o = <>
AZ'B]' :CwﬁAB:C
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Es handelt sich um ein dyadisches Produkt zweier Vektoren, das Ergebnis ist ein Tensor zweiter
Stufe (in Matrizenschreibweise das Produkt einer Spaltenmatrix mit den Komponenten des Vektors
A mit einer Zeilenmatrix mit den Komponenten des Vektors B , das Ergebnis ist eine quadratische
Matrix mit den Tensorkomponenten).

And

AijBiCj:DéA éé:D

Es liegt ein doppeltes inneres Produkt eines Tensors zweiter Stufe mit zwei Vektoren vor, das
Ergebnis ist ein Skalar.

<~ — —
AijBj=Ci=A -B=C

Inneres Produkt eines Tensors zweiter Stufe mit einem Vektor, das Ergebnis ist ein Vektor (in
Matrizenschreibweise: das Produkt einer quadratischen 3 x 3-Matrix mit einer Spaltenmatrix
mit 3 Zeilen — den Vektorkomponenten — ist eine Spaltenmatrix, welche die Komponenten des
Resultatvektors enthélt).

Die bereits oben besprochene Verjiingung eines Tensors 148t sich als doppeltes inneres Produkt
des Einheitstensors mit dem Tensor auffassen; speziell fiir einen Tensor zweiter Stufe ist das Ergeb-
nis ein Skalar (eine Invariante bei Koordinatentransformationen), welcher die Summe der Kom-
ponenten in der Hauptdiagonale des Tensors darstellt (auch als ,Spur des Tensors“bezeichnet).

A xd <>

Gl. (5.99)kann daher auch folgendermafien geschrieben werden:

3
SijAin = > 0ijAijr = Aik = Avik + Asok + Agsi = By, (5.100)

i,j=1

Eine Zuordnung von zwei Vektoren zu einem dritten Vektor kann daher nur iiber einen Tensor
dritter Stufe erfolgen:

AijkBiCy = D; (5.101)

Bei einer Koordinatentransformation miissen natiirlich alle beteiligten Groéflen transformiert wer-
den. Eine spezielle Wahl wire etwa folgende: Es soll ein Vektor c gefunden werden, dessen Richtung
sich dadurch ergibt, da man den Vektor A in den Vektor B um den kleineren eingeschlossenen
Winkel im Sinn einer Rechtsschraube hineindreht, der ferner orthogonal auf die durch ff, B defi-
nierte Ebene steht und dessen Liange numerisch der durch ff, B aufgespannten Parallelogramm-
fldche gleicht. Analog Gl. (5.101) muB ein Tensor ¢ in

EijkAjBk = Ci (5.102)

derart gefunden werden, dafl die obigen Bedingungen erfiillt sind. Die Losung ist der in Gl. (5.87)
definierte Epsilon-Tensor. Wie man leicht nachrechnet, erhélt man fiir die 3-Komponente des
Vektors C; die Beziehung

C3 = A1By — A3B;  (Rechtssystem); C3 = A3B; — A1 By (Linkssystem);

Mit Vektoren A= (1,0,0), B=(0,1,0) (deren Komponenten sich bei einem Ubergang von einem
Rechtssystem in ein Linkssystem nicht dndern) erhéilt man in einem Rechtssystem den Ergebnis-
vektor C'= (0,0, 1) — klar, der Vektor ist der Einheitsvektor in Richtung der 3-Achse! —, in einem
Linkssystem aber den Vektor c= (0,0, —1): Somit zeigt der Ergebnisvektor in dieselbe Richtung,
ist aber nun — die 3-Achse zeigt ja nun in die entgegengesetzte Richtung! — in Richtung der nega-
tiven 3-Achse orientiert. Die Zuordnung (wie weiter oben definiert) erweist sich somit klarerweise
invariant gegen Koordinatentransformationen.
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Wie man sich leicht iiberzeugt, ist das in der symbolischen Schreibweise
C=AxB
nicht der Fall, weil hier immer C3 = A1 By — A3 By angenommen wird, und somit auch im Links-
system der Vektor C' in Richtung der z-Achse zeigt; somit hat der Vektor geheimnisvoll seine
Richtung umgedreht (daher Eler Begriff ,,axialer Vektor” im Gegensatz zu ,,polaren Vektoren“, de-
ren Richtung sich bei einem Ubergang von einem Rechts- zu einem Linkssystem nicht #ndert). Der
Grund liegt natiirlich darin, dafl keine Zuordnung der beiden Vektoren zu einem dritten Vektor
getroﬂ:"en“ wurde, die in beliebigen kartesischen Koordinatensystemen giiltig ist.

Zur Ubung soll die Linge des Vektors Gl. (5.102) berechnet werden, wobei gleichzeitig geiibt
wird, daf} in einem Ausdruck Indizes nicht 6fter als doppelt vorkommen koénnen; man beachte,
daB in der analytischen Schreibweise die Reihenfolge der Terme beliebig gedndert werden kann
(Ausnahme: wenn es sich um Differentiationen handelt). Das Quadrat der Liange C des Vektors
C; ist offenbar C;C; = C?, das innere Produkt des Vektors mit sich selbst. Unter Verwendung von
Gl. (5.102), Gl. (5.88) folgt:

C’ZCl = €ijkAjBkEiququ
= (0jpOkq — 0jq0kp)A; BrApBy
= A;B;A;B, — AjBiAyB; (5.103)
= A;A;ByBy, — A;BjA,By
= A2B? — (ABcos¥)? = A2B?sin? 9
ABsin ist die Fldche des Parallelogramms. Als weiteres Beispiel soll das Ex-Ex-Produkt berech-
net werden:

F=Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B) (5.104)
In analytischer Schreibweise (einige Klammern sind nur zur deutlicheren Abgrenzung der Bestand-
teile eines Ausdrucks gesetzt; beachte: €;j, = €k = €xij):

Fi = eijiAj(ErpeBpCy)
= (Oipdjq = digdjp) A; BpCq (5.105)
= Bi(A;C;) — Ci(A;B;)=B(A-C) - C(A- B)

Fiir Umformungen von Beziehungen der Vektor- und Tensoranalysis ist folgende Darstellung des
alternierenden Anteils eines Tensors wichtig:

Gij = —Gji = Aij — Aji = 5ijk5kqupq (5106)

Zunéchst werden einige Beziehungen angeschrieben, die teilweise schon in GI. (5.89) angegeben
wurden: Unter Verwendung der bereits in Abschn. (4.2) eingefithrten Abkiirzung fiir den Nabla-
vektor, 0; = 0/0x; = V ergibt sich als Beispiel folgende Gegeniiberstellung von Ausdriicken in
symbolischer und in analytischer Schreibweise:

V = 0,=—
VA (dyadisches Produkt) = 0;A; (Gradiententensor)
divA=V-4 = 04
rot A=V x A = £;,0;A4 (5.107)
AA=V2A=V.VA = 09;0;A;
grad A=VA = J;A
rot rot A = grad divA — AA = £,,4061pq0pAq = 8:0;A; — 9;0; A,
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Man beachte, dafl die Divergenz die Spur des Gradiententensors und somit eine Invariante bei
Koordinatentransformationen ist.
Weitere Beziehungen aus der Vektoranalysis in analytischer und symbolischer Schreibweise:

div(a E) —adivB+ B - grad a 0;(aB;) = a9;B; + B;0;a
. (5.108)
X

le(Aﬂ B) = .é . I“Otff— g I'Otg = @-sijkAjBk = Bkskij&-Aj - AjEjikain

Einige Beziehungen folgen einfach daraus, da die doppelte Uberschiebung eines symmetrischen
Tensors S;; = Sj; mit einem alternierenden Tensor A;; = —A;; null ist:

SZ‘J‘Aij = SjiAij = SijAji = —Siinj daher 2Siinj =0 (5109)

Analog folgt (der Epsilon-Tensor ist in allen Indexpaaren alternierend, der Tensor 9;0; ist fiir
zweimal stetig differenzierbare Funktionen symmetrisch):

rot grada =0 = ¢€440;0,a =0

. (5.110)
divrotA=0 = 6¢€ijkajAk =0

Ein weiteres Beispiel soll zeigen, dafl nichttriviale Umformungen in Tensorbeziehungen oft durch
Anwendung der Formel von Gl. (5.106) gelingen. Aus der Stromungslehre gilt folgende Beziehung
fiir die absolute Anderung der Geschwindigkeit (die Summe aus der lokalen Anderung — die man
sieht, wenn man seine Position in einem zeitlich verdnderlichen Stromungsfeld nicht &ndert — und
der konvektiven Anderung — die man in einer zeitlich unverinderlichen Strémung sehen wiirde,
wenn man sich im Stréomungsfeld bewegt):

duv 0] 0] 1

dfz:%+(6~V)ﬁ:%fﬁxrotﬁ+§grad(ﬁ~ﬁ) (5.111)
Diese Beziehung wird nun fiir ein Stromungsfeld ¢(7,t) =v;(x;,t) in analytischer Schreibweise
abgeleitet (die partielle Ableitung nach der Zeit wird mit 9; = d/dt bezeichnet):

i

dx
at = Ow; + (9]'1},'& = Owv; + Uj@j’Ui

dt
= Ow; +v;0;v; — v;0;v5 + v;0v;
= Ow; —v;(0v; — O;v;) + %(’%(vjvj) (5.112)
= O — Vj€;jkEkpqOplq + %8i(vjfuj)
= Orvi — €k Vj (EkpgOpq) + %ai(vj”j)

Man beachte ferner folgende Beziehungen:
Fiir den Ortsvektor 7= z; gilt

divie g, = 0% — 5, =3

8$i
ferner
rot ¥ = Eijkaj.%'k = Eijkéjk =0

Man beachte weiterhin:
oA oAy
8Aj R 3Akg

= 5ik5j£ usw.
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Die Reihenentwicklung einer Skalarfunktion A(z;) an einer Stelle x; = &;+a; sei als letztes Beispiel
genannt (n-te partielle Ableitungen 9 A sind an der Stelle z; = &; zu nehmen):

A(z;)

3%‘ i 2! axzax] @i 3! aﬁiafjawk

R 1 1
A(#;) + (a;0;) A + i(aiajaiaj)/l + g(aiajakﬁiajak)/l

A(.f?z) + ;G a

1 , (5.113)

exp(a;0;) A

Das Ergebnis ist gleichzeitig ein Beispiel fur die Wirkung einer Operatorenfunktion (eine Funktion,
die als Potenzreihe dargestellt werden kann) des Operators 0; auf eine Funktion A(x;).
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Berichtigungen

Anmerkung: Dieses Skriptum wurde urspriinglich mit einer &lteren PC-Tex-Version erstellt und
spater auf Miktex2.1 umgestellt. Diese Umstellung wurde weitgehend mit Makros automatisch
durchgefiihrt. Es ist aber nicht ausgeschlossen, dafl sich dabei auch Fehler eingeschlichen haben,
die bis heute noch nicht entdeckt wurden. Wenn Thnen Fehler auffallen, so bitte ich um eine
Mitteilung per E-mail an
gerhard.grau @ kit.edu

In der Version 2007/2008 wurde eine Korrektur in Gl. (5.110) durchgefiihrt. Die vorliegende
Version ist die von WS 2017/2018. In ihr wurden an die pdf-Version des Skripts 10 Seiten angefiigt,
welche handschriftliche Zusammenstellungen von Formeln enthalten (gedacht zur Hilfe bei der
Wiederholung der Vorlesung vor einer Priifung oder zur Erlduterung nicht im Detail abgeleiteter
Formeln).
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